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Tre fasi evolutive nel ruolo del calcolo delle 
probabilità
• Prima fase: la probabilità come 

intervento dove il fattore casuale non 
è eliminabile (gioco d’azzardo, 
questioni non (ancora) scientifiche 
come questioni giudiziarie o morali, 
libero arbitrio)

• Seconda fase: la probabilità nella 
scienza sperimentale: teoria degli 
errori, imprecisione delle misure, 
incompletezza dell’informazione. 
Ottocento: Gauss, Laplace

• Terza fase: Novecento: la probabilità 
come elemento inevitabile del 
processo scientifico; imprevedibilità; 
meccanica quantistica

• Inizio di un interesse per la 
penetrazione della scienza nei fatti 
sociali

• Positivismo scientifico. Determinismo 

• Riflessione sui limiti delle scienze; 
positivismo critico; pragmatismo … 



Pierre Simon de Laplace (1749 – 1827)



Fourier su Laplace 1829

• On ne peut pas affirmer qu'il lui eût été donné de créer une science 
entièrement nouvelle, … : mais Laplace était né pour tout perfectionner, 
pour tout approfondir, pour reculer toutes les limites, pour résoudre ce que 
Ton aurait pu croire insoluble. Il aurait achevé la science du ciel, si cette 
science pouvait être achevée. On retrouve ce même caractère dans ses 
recherches sur l'analyse des probabilités, science toute moderne, 
immense, dont l'objet souvent méconnu a donné lieu aux interprétations 
les plus fausses, mais dont les applications embrasseront un jour tout le 
champ des connaissances humaines. Laplace en a réuni et fixé les 
principes. Alors elle est devenue une science nouvelle, soumise à une seule 
méthode analytique, et d'une étendue prodigieuse. Féconde en 
applications usuelles, elle éclairera un jour d'une vive lumière toutes les 
branches de la philosophie naturelle



Il determinismo Laplaciano
• 1812: Théorie analytique des probabilités; 1814: Essai 

philosophique sur le probabilités

• Un’intelligenza che, per un istante dato, conoscesse tutte le forze da 
cui la natura è animata e la situazione rispettiva degli esseri che la 
compongono, se fosse abbastanza vasta da sottoporre questi dati ad 
analisi abbraccerebbe nella stessa formula i moti dei corpi più 
grandi dell’universo e quelli dell’atomo più leggero: per lei non ci 
sarebbe nulla d’incerto e il futuro come il passato sarebbe presente 
ai suoi occhi. Lo spirito umano offre, nella perfezione che ha saputo 
dare all’astronomia, solo un barlume di tale intelligenza

La matematica ci difende dall’inganno dei sensi (Eulero 1758)  





La probabilità classica



Raffinate tecniche analitiche

• Un esempio di tecnica matematica: trasformare l’integrale

•
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• Trasformate di Laplace.

• The method of approximation to the values of definite integrals, 
which is here expounded, must be esteemed a great contribution to 
mathematics in general and to our special department in particular



Legge dei grandi numeri e previsioni
• Je m’attache surtout, à déterminer la probabilité des causes et des 

résultats indiqués par événements considérés en grand nombre.

• On peut encore, par l’analyse des probabilités, vérifier l’existence ou 
l’influence de certaines causes dont on a cru remarquer l’action sur 
les êtres organisés.

• On peut reconnaitre l’effet très-petit d’une cause constante, par une 
longue suite d’observations dont les erreurs peuvent excéder cette 
effet lui-même. 

• De Morgan 1837: Laplace actually used the theory of probabilities as 
a method of discovery.

• Capitolo VI, De la probabilité des causes et des événements futurs, 
tirés des événements observés,



Generalizzazione del teorema di Bayes (1774, 
probabilità delle cause)

• 𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐵 𝐴 𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)
=

𝑃 𝐵 𝐴 𝑃(𝐴)

𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐴 +𝑃 𝐵  𝐴 𝑃(  𝐴)

• Un tipico esempio di applicazione delle formula di Bayes è quello 
della diagnostica medica: se A è una malattia e B è un sintomo, 
possiamo ottenere la probabilità che, osservato il sintomo, si abbia la 
malattia, una volta date P(A) – che può essere ricavata dall’incidenza 
della malattia nella popolazione in esame, P(B|A), che esprime la 
probabilità che in pazienti malati si osservi il sintomo – e P(B|non A), 
la probabilità che il sintomo sussista in assenza della malattia.



Casi ugualmente possibili

• Quando più casi sono également possibles? 

• E’ poi vero che la nostra ignoranza può essere resa piccola a piacere?

• Legge dei grandi numeri

• Teorema di Bernoulli

• Crisi del determinismo  Crisi della certezza matematica

• La probabilità come elemento essenziale nella cultura contemporanea



Il paradosso di Bertrand: caso 1

• Si tratta di stabilire la probabilità che una 
corda «scelta a caso» in un cerchio abbia 
lunghezza maggiore del lato del triangolo 
equilatero iscritto. NB scegliere una corda 
equivale a scegliere il suo punto medio.

• Poiché la probabilità non può dipendere 
dalla posizione del triangolo 
relativamente a un estremo possiamo 
supporre che la corda abbia un estremo 
in un vertice, A. Scelto a caso un punto D 
nella circonferenza quale è la probabilità 
che AD sia maggiore del lato? 
Evidentemente 1/3!
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Il paradosso di Bertrand: caso 2

• Poiché il problema non dipende 
dalla posizione del triangolo, 
scelto a caso un punto E,  
poniamo il triangolo in modo 
che OE sia perpendicolare a BC.

• La corda il cui punto medio è E 
sarà lunga più di BC se e solo se 
E è interno al triangolo. La 
probabilità cercata è quindi ½!
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Il paradosso di Bertrand: caso 3

• Scegliamo a caso un punto F e 
chiediamoci quale è la 
probabilità che la corda di punto 
medio F sia più lunga di BC. 
Evidentemente se F è interno al 
cerchio di centro O e raggio la 
metà di quello di partenza.

• Tale probabilità è quindi, 
evidentemente, ¼!
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Una discussione tutt’altro che chiusa!

• E. Jaynes, The well posed problem, Foundations of Physics, 3, 1973

• Many statistical problems, including some of the most important for physical 
applications, have long been regarded as underdetermined from the standpoint 
of a strict frequency definition of probability; yet they may appear well posed or 
even overdetermined by the principles of maximum entropy and transformation 
groups. Furthermore, the distributions found by these methods turn out to have 
a definite frequency correspondence; the distribution obtained by invariance 
under a transformation group is by far the most likely to be observed 
experimentally, in the sense that it requires by far the least skill. These properties 
are illustrated by analyzing the famous Bertrand paradox. On the viewpoint 
advocated here, Bertrand's problem turns out to be well posed after all, and the 
unique solution has been verified experimentally. We conclude that probability 
theory has a wider range of useful applications than would be supposed from the 
standpoint of the usual frequency definitions.



• In works on probability theory this state of affairs has been interpreted, 
almost universally, as showing that the principle of indifference must be 
totally rejected. Usually, there is the further conclusion that the only valid 
basis for assigning probabilities is frequency in some random experiment. It 
would appear, then, that the only way of answering Bertrand's question is 
to perform the experiment. But do we really believe that it is beyond our 
power to predict by “pure thought" the result of such a simple experiment? 
The point at issue is far more important than merely resolving a geometric 
puzzle; for applications of probability theory to physical experiments 
usually lead to problems of just this type; i.e., they appear at first to be 
undetermined, allowing may different solutions with nothing to choose 
among them. For example, given the average particle density and total 
energy of a gas, predict its viscosity. The answer, evidently, depends on the 
exact spatial and velocity distributions of the molecules (in fact, it depends 
critically on position-velocity correlations), and nothing in the given data 
seems to tell us which distribution to assume. Yet physicists have made 
definite choices, guided by the principle of indifference, and they have led 
us to correct and nontrivial predictions of viscosity and many other physical 
phenomena. 



Henri Poincaré (1854 – 1912)



Poincaré e il determinismo

• L’enunciato di una qualsiasi legge è forzatamente incompleto. Esso dovrebbe infatti 
comprendere l’enumerazione di tutti gli antecedenti che rendono possibile produrre un 
dato conseguente. Dovrei innanzitutto descrivere tutte le condizioni dell’esperimento 
da eseguire e l’enunciato della legge sarebbe: se tutte le condizioni sono soddisfatte 
tale fenomeno avrà luogo. Saremo però sicuri di non aver dimenticato alcuna 
condizione solo quando si sarà descritto lo stato dell’intero universo all’istante t; infatti 
tutte le parti dell’universo possono esercitare un’influenza più o meno grande sul 
fenomeno che deve prodursi all’istante successivo.....

• Per tutte queste ragioni ogni legge particolare sarà sempre approssimata e probabile. 
Gli scienziati non hanno mai disconosciuto questa verità, ma credono, a torto o a 
ragione, che ogni legge possa essere sostituita da un’altra meglio approssimata e più 
probabile, che a sua volta sarà solo provvisoria; essi ritengono che una progressione 
simile sia indefinita e che la scienza nel suo progredire possiederà leggi sempre più 
probabili, tanto che l’approssimazione finirà per differire quanto poco si vuole 
dall’esattezza e la probabilità dalla certezza.



Il premio Oscar II
• 1885: Il re Oscar II di Norvegia annunzia un premio per la matematica

• Étant donné un système d’un nombre quelconque de points matériels qui s’attirent 
mutuellement suivant la loi de Newton, on propose, sous la supposition qu’un choc de 
deux points n’ait jamais lieu, de représenter les coordonnées de chaque point sous 
forme de séries procédant suivant quelques fonctions connues du temps et qui 
convergent uniformément pour toute valeur réelle de la variable. Ce problème dont la 
solution étendra considérablement nos connaissances par rapport au système du 
monde, paraît pouvoir être résolu à l’aide des moyens analytiques que nous avons 
actuellement à notre disposition ; on peut le supposer du moins, car Lejeune-Dirichlet a 
communiqué peu de temps avant sa mort à un géomètre de ses amis qu’il avait 
découvert une méthode pour l’intégration des équations différentielles de la 
mécanique, et qu’en appliquant cette méthode il était parvenu à démontrer d’une 
manière absolument rigoureuse la stabilité de notre système planétaire. 
Malheureusement nous ne connaissons rien sur cette méthode, si ce n’est que la théorie 
des oscillations infiniment petites paraît avoir servi de point de départ pour sa 
découverte. On peut pourtant supposer presque avec certitude que cette méthode était 
basée non point sur des calculs longs et compliqués, mais sur le développement d’une 
idée fondamentale et simple, qu’on peut avec raison espérer retrouver par un travail 
persévérant et approfondi.



Nascita dei sistemi dinamici
• Dans l’histoire de l’étude de la stabilité du Système Solaire, et plus généralement, 

de l’étude des systèmes déterministes, le mémoire de Poincaré pour le prix du roi 
Oscar constitue une véritable révolution. Et cette révolution est avant tout un 
changement de point de vue. Alors qu’auparavant on avait toujours cherché à 
calculer avec la meilleure précision possible les trajectoires des planètes, Poincaré 
essaie de dire quelque chose sur l’allure de ces trajectoires sans chercher à les 
calculer. Alors qu’auparavant les équations différentielles qui traduisent la loi de 
Newton jouaient un rôle primordial dans le calcul des trajectoires, Poincaré 
oublie la plupart du temps ces équations pour n’en retenir que quelques 
propriétés fondamentales. Enfin, alors qu’auparavant on s’intéressait à la 
trajectoire que suit chaque planète, Poincaré s’intéresse simultanément à toutes 
les trajectoires que la planète aurait pu suivre si la configuration initiale du 
système avait été différente. Tout le génie de Poincaré, c’est d’avoir compris qu’il 
est parfois plus facile de dire quelque chose sur le comportement de toutes les 
trajectoires de tous les systèmes d’un certain type que de calculer une trajectoire 
particulière d’un système particulier. Le mémoire de Poincaré contient une 
quantité impressionnante de résultats.



L’instabilità come caratteristica dei sistemi 
deterministici
• Fixons une trajectoire périodique T. Comment se comporte une trajectoire 

T’ dont la position initiale est située très près de la trajectoire périodique 
T? Bien sur, on aimerait qu’une telle trajectoire T’ reste proche de la 
trajectoire périodique T à tout jamais (la trajectoire T’ serait alors 
“périodique à une petite erreur près”). Hélas, la situation n’est pas toujours 
aussi idyllique. Il arrive au contraire que l’on puisse trouver, arbitrairement 
près de la trajectoire périodique T, des points d’où partent des trajectoires 
qui s’éloignent ensuite exponentiellement vite de T ; dans ce cas, Poincaré 
dit que la trajectoire périodique T est instable. Poincaré remarque que la 
moitié au moins des trajectoires périodiques dont il a prouvé l’existence 
sont instables ; on ne peut donc pas faire l’économie de l’étude de ces 
trajectoires.



L’errore di Poincaré

• 1888: Poincaré presenta il lavoro e il 12 gennaio 1889 riceve il premio;

• Il lavoro è stampato, ma un giovane matematico svedese, Phragmen, 
incaricato dalla rivista di esaminare il lavoro si accorge di cinque 
«punti oscuri»

• Poincaré si accorge che … alcuni punti del lavoro sono sbagliati

• Prima che sia messo in giro Poincaré blocca la stampa, paga il costo di 
stampa (molto superiore al premio) e si rimette al lavoro.

• Dopo più di un anno dopo la nuova memoria di 270 pagine è 
pubblicata negli Acta Mathematica. Nascono i sistemi dinamici e il 
caos.



I sistemi dinamici
• Aussi paradoxal que cela puisse paraitre, l’erreur de Poincaré sera 

extrêmement féconde. En effet Poincaré va faire une découverte d’une 
importance mathématique, physique, et même philosophique, 
considérable : les systèmes déterministes les plus simples peuvent 
présenter un comportement à long terme effroyablement complexe

• En découvrant l’erreur dans son mémoire, Poincaré avait compris qu’un 
système déterministe a toutes les chances de présenter des intersections 
homoclines. Il vient maintenant de se rendre compte que n’importe quel 
système qui présente une intersection homocline possède 
automatiquement des trajectoires extremement complexes. Poincaré ne 
s’arrête pas là, et continue à réfléchir aux implications de l’existence 
d’intersections homoclines. Il réalise alors qu’un système qui possède une 
intersection homocline est sensible aux conditions initiales : un minuscule 
changement dans la position initiale d’une trajectoire du système peut 
modifier totalement le comportement à long terme de cette trajectoire



Il réseau à maille infiniment serrées

• Ces intersections forment une 
sorte de treillis, de tissu, de 
réseau à maille infiniment 
serrées; chacune de ces courbes 
ne doit jamais se recouper elle-
même, mais elle doit se replier 
elle-même d'une manière très 
complexe pour venir couper une 
infinité de fois toutes les mailles 
du réseau. On sera frappé par la 
complexité de cette figure, que je 
ne cherche même pas à tracer.



Sistemi dinamici e probabilità

• Si nous connaissions exactement les lois de la nature et la situation de 
l’univers à l’instant initial, nous pourrions prédire exactement la 
situation de ce même univers à un instant ultérieur. Mais, lors même 
que les lois naturelles n’auraient plus de secret pour nous, nous ne 
pourrions connaıtre la situation initiale qu’approximativement. Si cela 
nous permet de prévoir la situation ultérieure avec la même 
approximation, c’est tout ce qu’il nous faut, [...] ; mais il n’en est pas 
toujours ainsi, il peut arriver que de très petites différences dans les 
conditions initiales en engendrent de très grandes dans les 
phénomènes finaux ; une petite erreur sur les premières produit une 
erreur énorme sur les derniers. La prédiction devient impossible e 
così abbiamo il fenomeno casuale



E quindi …. Piegare le cornici senza romperle

• Il metodo delle scienze fisiche poggia sull’induzione, che ci fa 
attendere la ripetizione di un fenomeno quando si riproducono le 
circostanze in cui esso si era manifestato una prima volta. Se tutte 
queste circostanze potessero riprodursi insieme questo principio 
potrebbe essere applicato senza timore, ma ciò non accadrà mai … Da 
ciò deriva il ruolo considerevole che, nelle scienze fisiche, svolge la 
nozione di probabilità. Il calcolo delle probabilità non è, dunque, solo 
un divertimento o una guida per i giocatori di baccarà, ed è nostro 
compito approfondirne i principi

• La «dipendenza sensibile» dà nuovo significato al «non accadrà mai»



Un epistemologo: Pierre Duhem

• Una proposizione matematica non è utile al fisico fintntochè essa si 
limita ad affermare che una proposizione rigorosamente vera ha 
come conseguenza l’esattezza rigorosa di un’altra. Occorre ancora 
dimostrargli che la seconda proposizione rimane 
approssimativamente vera quando la prima è soltanto 
approssimativamente vera.



Il cordone ombelicale con la realtà è rotto

• La geometria non euclidea 
• Gli assiomi geometrici non sono né giudizi sintetici a priori né fatti 

sperimentali. Sono convenzioni; la nostra scelta, fra tutte le convenzioni 
possibili, è guidata da fatti sperimentali, ma resta libera e non è limitata 
che dalla necessità di evitare ogni contraddizione. È così che i postulati 
possono restare rigorosamente veri, anche se le leggi sperimentali che 
hanno determinato la loro adozione non sono che approssimative. In altri 
termini, gli assiomi della geometria non sono che definizioni travestite. 
Pertanto che pensare della domanda: È vera la geometria euclidea? Essa 
non ha alcun senso. Così come non ha senso domandarsi se il sistema 
metrico sia vero e siano falsi i vecchi sistemi di misura; o se le coordinate 
cartesiane siano vere, e false quelle polari. Una geometria non può essere 
più vera di un’altra; può solo essere più comoda.

• Ma anche: L’assiomatica hilbertiana; Il teorema di Goedel; La modellistica



Fisica e letteratura: Prediction is very difficult, 
especially about the future.
• nella ricerca dell’armonia della 

vita, non dobbiamo 
dimenticarci che nel dramma 
dell’esistenza siamo insieme 
attori e spettatori.

• Non si tratta di imitare o di 
riprodurre la vita; e questo, per 
la semplicissima ragione che 
non c’è una vita che stia come 
una realtà per se, da riprodurre 
con caratteri suoi propri: la vita 
è un flusso continuo indistinto e 
non ha altra forma di quella che 
a volta a volta le diamo noi



Dopo Poincaré: Il calcolo delle probabilità, 
una rispettabile disciplina matematica
• Borel, Lebesgue, Levy. In Italia Castelnuovo, Cantelli, De Finetti

• Castelnuovo, Il calcolo delle probabilità e le scienze di osservazione, Scientia, 23, 
1918

• Il Calcolo delle Probabilità, sorto da umili origini, attira ogni giorno più l’interesse 
dei matematici e dei cultori delle scienze fisiche e sociali … Stretti e molteplici 
sono i legami tra il calcolo delle probabilità e le scienze di osservazione.

• Le due vie: Astratta e Modellistica (concreta)

• Nella costruzione astratta è il rapporto dei numeri degli individui delle due classi, 
di cui la prima è contenuta nella seconda; alle operazioni logiche sulle classi 
corrispondono operazioni aritmetiche sulle seconde. Uno svolgimento completo 
e coerente del calcolo della probabilità secondo l’indirizzo astratto non fu dato 
ancora; solo le basi sono gettate (1933: Kolmogorov)



Kolmogorov e gli assiomi - 1933

• Nuovi strumenti matematici: integrale di Lebesgue, teoria della misura, 
teoria ergodica

• La probabilità come misura in uno spazio astratto. 

• E’ dato una classe P di sottoinsiemi di un insieme dato I, che costituisce una 
σ-algebra (gli eventi) su cui agisce una misura μ con queste proprietà:

• ∀𝑋 ∈ 𝑃, 𝜇 𝑋 ≥ 0

• μ(I)=1

• 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅ 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖 → 𝜇 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝜇 𝑋 + 𝜇 𝑌

• Esempi di Teoremi: 𝜇 ∅ = 0; 𝜇  𝑋 = 1 − 𝜇 𝑋 ;
𝜇 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝜇 𝑋 + 𝜇 𝑌 − 𝜇(𝑋 ∩ 𝑌)



Guido Castelnuovo (1865 – 1952)



L’indirizzo concreto per Castelnuovo: 
nettamente frequentista
• Il secondo indirizzo, concreto, tien conto dei significati fisici che si 

possono attribuire a quei concetti, e viene collegato al precedente da 
postulati empirici esprimenti che i concetti stessi o le loro proprietà 
astratte trovano un’interpretazione approssimata in enti o fenomeni 
del mondo esterno.

• Occorre che si possa eseguire o concepire una serie di esperienze atte 
a dare, mediante determinazioni di frequenze, quanti valori si 
vogliano approssimati della probabilità di cui tratta il problema. … 
Così non è lecito domandare la probabilità che una corda tracciata a 
caso in un cerchio sia minore del raggio, finchè non si precisino le 
modalità con cui vengono segnate le corde.



La legge dei grandi numeri: un postulato o un 
teorema?
• Un fatto di carattere sperimentale che occorre enunciare sotto forma di 

postulato empirico, affinchè le proposizioni astratte sulla probabilità 
trovino applicazioni: «Se un evento ha probabilità costante p in ogni prova, 
e se esso si verifica m volte in n prove, il rapporto, frequenza, m/n dà n 
valore approssimato della probabilità p; e l’approssimazione è 
ordinariamente tanto migliore, quanto maggiore è il numero delle prove»

• Teorema di Bernoulli (Legge dei grandi numeri): E’ grande (prossima a 1) la 
probabilità P che la differenza p – m/n sia piccola per n alto

• Da ciò non segue che sia grande il numero dei casi o la frequenza dei casi, 
in cui p – m/n è piccola; non segue, a meno che non ci si appoggi proprio 
su quel postulato empirico, che si credeva di avere evitato.



La probabilità per determinare le cause

• Non è … opportuno presentare la domanda nella forma che la teoria 
della probabilità a posteriori aveva adottato: «noto l’effetto qual è la 
probabilità di una certa causa?» Conviene invece formulare la 
questione secondo la teoria classica della probabilità a priori: 
«ammesso, in base a considerazioni di qualsiasi natura, che abbia 
agito una determinata causa, è probabile che abbia prodotto l’effetto 
noto?»



Bruno De Finetti (1906 – 1985)



De Finetti: la probabilità soggettiva

• Come la logica formale insegna a dedurre la verità o la falsità di certe 
premesse, così il calcolo delle probabilità insegna a dedurre la maggiore o 
minore verosimiglianza o probabilità di certe conseguenze dalla maggiore o 
minore verosimiglianza o probabilità di certe premesse. Per chi attribuisca 
alla probabilità un significato obiettivo, il calcolo delle probabilità dovrebbe 
avere un significato obiettivo, i suoi teoremi esprimere delle proprietà che 
nel campo del reale risultino soddisfatte. Ma è inutile fare simili ipotesi. 
Basta limitarsi alla concezione soggettiva, considerare cioè la probabilità 
come il grado di fiducia sentito da un dato individuo nell’avverarsi di un 
dato nell’avverarsi di un dato evento, e si può dimostrare che i noti teoremi 
del calcolo delle probabilità sono condizioni necessarie e sufficienti perché 
le opinioni di un dato individuo non siano intrinsecamente contraddittorie 
e incoerenti (1930)



De Finetti e Pirandello

• Ci fosse fuori di noi, per voi e per me, ci fosse una signora probabilità 
mia, e una signora probabilità vostra, dico per se stesse, e uguali, 
immutabili. Non c’è. C’è in me e per me, una probabilità mia: quella 
che io sento, e una probabilità vostra in voi: quella che voi sentite; le 
quali non saranno mai le stesse, né per voi né per me. (1980 
Enciclopedia Einaudi)



Per concludere: De Finetti e la nuova fisica

•Questo modo di ragionare è quello stesso che, in 
successive ondate, da Galileo a Einstein, da 
Heisenberg a Born, ha liberato la fisica - e, insieme ad 
essa, la scienza tutta e la mente umana – dalle 
sovrastrutture di grottesche scorie metafisiche che la 
condannavano ad arzigogolare su pretenziose 
vuotaggini.


