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Sommario. In questa presentazione si tenta di fornire unadiizione di carattere generale ai te-
mi del caos deterministico, evitando matematicanaata e definizioni troppo formali e puntando a
scoprirne le origini e le principali caratteristctSi cerca anche di mettere in luce alcune implica
zioni di tipo filosofico ed epistemologico, discat in particolare la distinzione fra determinismo
e prevedibilita e sottoponendo a critica quelleipiosi che hanno ritenuto di individuare nel caos
deterministico un nuovo paradigma generale peeftjmetazione della realta, non solo fisica.

«Truth is ever to be found in simplicity, and notle multi-
plicity and confusion of things
l. Newton*

«l matematici sono una specie di francesi: se sigeon lo-
ro, traducono tutto nella loro lingua, e allora tatdiventa
subito qualcosa di completamente diverso

J. W. Goethé

«Le certezze della fisica e di altre scienze deHtura ven-
gono oggi messe in forse da una nuova serie dniencca-
otici, mai osservati prima, sia per questioni di miopigi-
grizia mentale, sia per la mancanza di strumentdqghti
come il computer. Questi fenomeni si rifiutano loledire al
paradigma della scienza classica, pur rimanendouima
cornice deterministica. Il caos, infatti, rende ioggibili le
predizioni non per una sua intrinseca natura indet@isti-
ca, ma per la sua estrema sensibilita alle condiziniziali,
che dovrebbero essere date con una precisione sitples

I. Stewart

Introduzione

Quasi quaranta anni or sono, sul numero di dicenit@@5 delAmerican Mathematical
Monthly, apparve un breve articolo a firmaJdimes A.Yorke e del suo studente di dottoratien-
Yien Li dal titolo 'Period three implies chaosll titolo appariva (e appare...) incomprensikile
chiunque non fosse stato uno degli (allora pochpedi di dinamica dei sistemi. L'argomento
dell'articolo e i risultati ottenuti sono in reattechiarati nella prima pagina:

«The way phenomena or processes evolve or chartgeens often described by differen-
tial equations or difference equations. One of $haplest mathematical situations occurs
when the phenomenon can be described by a singdetu... [and this] number,x at
the beginning of the n + 1st year (or time periadn be written %, = F(x,), where F
maps an interval J into itself. These models aghllyi simplified, yet even this apparently



simple equation ... may have surprisingly compédatlynamic behavior. We approach
these equations with the viewpoint that irregulagtand chaotic oscillations of compli-
cated phenomena may sometimes be understood ia térthe simple model, even if that
model is not sufficiently sophisticated to allowca@te numerical predictions. Lorenz ...
took this point of view in studying turbulent beloain a fascinating series of papers ... In
this paper we analyze a situation in which the saqa{F(xn)} is non-periodic and
might be called "chaotic." [Our main] theorem shothgat chaotic behavior will result in
any situation in which a "population” of size x cgwrow for two or more successive gen-
erations and then having reached an unsustainabighty, a population bust follows to the
level x or below ... May has recently discoverdteostrong properties of these maps in
his independent study of how the behavior changesparameter is varies*

Gli storici della scienza concordano sul fatto ahguesto articolo per la prima volta sia stato
utilizzato esplicitamente il termineaosper caratterizzare il comportamento di quei sis@imami-
ci deterministici che mostrano insiemperiodicitadelle traiettorie nello spazio delle fasi chedi d
scrivono e unalipendenza sensibiléi tali traiettorie dalle condizioni iniziali delistema. Questa
sensibilita significa che una piccola variaziondianstato iniziale del sistema comporta variazioni
molto piu grandi negli stati che esso raggiungen@te la sua evoluzione temporale. Nei sistemi
fisici reali € molto raro che si conoscano esattamée condizioni iniziali e di conseguenza, quando
essi manifestano comportamenti caotici, questo penere limitazioni alla predicibilita della loro
evoluzione a lungo termine, anche se si conoscompletamente le leggi fisiche che li governano.
Puo anche accadere che il comportamento che abluafimito caotico abbia le apparenze di un fe-
nomeno di natura casuale e che quindi un talensssfesico sia ritenuto non deterministico a livello
fondamentale.

In una introduzione e opportuno premettemgai analisi concettuale e anche a ogni ricostru-
zione storica la definizione dell'argomento di cusi occupera, l'analisi delle sue specificitane a
che la disamina delle basi metodologiche e deglhsnti matematici che vengono utilizzati da chi
si occupa professionalmente di esso. Comincerenmaligcon alcuni paragrafi rivolti a chiarire che
cosa si intenda per sistema dinamico, in partieodterministico, quali siano i concetti fondamen-
tali per descriverlo e gli strumenti necessari @ealizzarne le proprieta. A questi paragrafi si puo
premettere I'Appendice | dedicata alle equazidifiédinziali, se lo si ritiene necessario o anche so

utile per rinfrescare nozioni certamente non maisggjuotidianamente nella didattica della scuola
secondaria.

Sistemi dinamici

Un sistema dinamico deterministico € un qoualie sistema fisico (in senso lato) il cui stato
soggetto a variare nel tempo secondo una leggeitdxeldi carattere matematico, per la quale cioé
lo stato del sistema in un istante qualunque ageptedipende univocamente dallo stato in cui esso
si trovava nelliistante immediatamente preceddhtencetto di sistema dinamico ha la sua origine
storica nella meccanica newtoniana ma oggi essitizzato in ogni campo di studi per analizzare il
comportamento evolutivo di qualunque entita chespasssere descritta mediante un modello ma-
tematico. | sistemi dinamici sono anche studiatagtratto, come oggetti matematici, nella fisica-
matematica e nella teoria dei sistemi. Nella Bipladia € indicata un'ampia selezione di testi
sull'argomento.

Perstato di un sistema si intende in generale l'insiemevdkiri delle grandezze fisiche che so-
no necessarie per descriverlo completamente (onalnmemodo ritenuto sufficiente) rispetto a una
determinata classe di fenomeni che avvengono alrgamo o ai quali esso partecipa. Nella mec-
canica classica, ad esempio, un corpo puntiformefi@ito dalla sua posizione e dalla sua quantita
di moto, ovvero da due vettori tridimensionalisllo stato fisico € quindi individuato da sei numeri
reali (le componenti ortogonali di quei due veltoh generale un sistema dinamico €& definito dai
valori assunti in un certo istante del tengfam variabili reali scalarix;, Xy, ..., %,, che si diconwa-
riabili di stato o variabili dinamiche.



Lo stato di un sistema puo essere sintetintandescritto mediante un vettore, definito in un
opportuno spazio matematico astratto, le cui coraptrsono ordinatamente date dai valori di tutte
le grandezze che concorrono a definire quello stato=(X;, i=1,2,...n) =(% % ,...% ). Lo spa-
zio cui appartiene il vettore di stato si dggazio degli statio delleconfigurazioni. Esso puo esse-
re discretq costituito cioé da punti isolati in numero finigcome quello corrispondente ai risultati
ottenuti nel lancio di una moneta o di un dadojh mimero infinito oppure pud essere uno spazio
continuo Soprattutto in fisica, viene detto andpazio delle fasiVi sono situazioni in cui lo spa-
zio delle fasi ha infinite dimensioni e costituisg®o spazio di funzioni.

La struttura matematica dello spazio dellefigurazioni pud essere quella di uno

. spazio topologicosi riferisce a sistemi in cui ha senso parlaredtitinuita nell'evoluzione
temporale dello stato, ma in cui non € necessariterdefinita una metrica:

. spazio misurabilesi riferisce a tutti quei sistemi nei quali afitato viene associata in gene-
rale una nozione di misura, ad esempio una pratabil

. varieta differenziabil&’: rientra nella categoria degli spazi topologica m pitl ammette I'u-
tilizzo di strumenti metrici e differenziali. E grabilmente la struttura piu studiata, sia perché
si presta a modellare i sistemi fisici sia perchgriande generalita dei sistemi definiti su spa-
zi topologici rende molto piu difficile otteneresuiltati soddisfacenti;

. varieta complessasi tratta di un'ulteriore estensione rispette alhrieta differenziabili in
guanto le variabili dinamiche considerate sonolarvaomplessi.

In un sistema dinamico le variabili di staédnfeno una di esse) sono funzioni del tempo ectale
quindi anche il vettore di stato.témpo puo scorrere prendendo valori in un insiediseretooppu-
re in un intervallccontinug a seconda delle proprieta intrinseche del sisteonaiderato oppure in
base a scelte di carattere analitico oppure armaraagioni sperimentali. Nel lancio di una moneta
il tempo fluisce per istanti discreti (quelli inicgi osserva il risultato) e lo stesso accade ruitia-
mica di popolazioni (il succedersi delle generagidde si studiano gli urti delle bilie su un biti@,
il moto dei corpi avviene in modo continuo nel tempa gli urti avvengono invece in una succes-
sione discreta. D'altro canto, la descrizione teodi un moto & sempre continua nel tempo mentre
la sua osservazione sperimentale oppure la sudagiione numerica avvengono soltanto in istanti
discreti. Conseguentemente al modo in cui scoempo al suo interno, un sistema dinamico si
dicea tempo discretooppurea tempo continuo

L'evoluzione di un sistema dinamico puo avvenire in matkierministicp quando cioe ogni
stato iniziale determina univocamente lo stato igia@mente successivo, oppstecasticolalea-
torio). In quest'ultimo caso la successione degli sitisistema nel tempo é definita per mezzo di
una variabile aleatoria dipendente da un paranfgtempo) che prende valori in spazi piu generali
di quello dei numeri reali. Un processo stocassicdice Markovianoquando la probabilita di pas-
sare da uno stato del sistema a quello successpende unicamente dallo stato di partenza e non
dalla"storia" precedente del sistema.

L'evoluzione di un sistema dinamico € in ogréccdescritta matematicamente daaperatore
definito in base alle leggi che regolano il comporénto del sistema in funzione del tempo, opera-
tore che agisce sul vettore di stato in un cetemte trasformandolo nel vettore di stato che descr
il sistema nell'istante desiderato. La naturagrdprieta dell' operatore di evoluzione dipendoab d
sistema considerato (deterministico oppure stam@gsti dalla modalita di scorrimento del tempo.

X In unsistema deterministico a tempo discret@ con uno spazio delle fa§) (continuo I'ope-
ratore di evoluzione e urmaappa o endomorfismof : S — Se la dinamica del sistema e de-
scritta da un&quazione alle differenze finiteo funzione iterata della forma

Xion = (X1 = 3y, 1%, ).

tale cioé che ogni valore preso dalla mappa & funezdi quello immediatamente precedente,
essendo assegnato lo stato iniziXlg= X (to) =[ x4(to), Xa(to),-... %, (1) | del sistema. Se la



mappa € invertibile con continuita si dicmeomorfismpse invece e invertibile con regolarita
(é cioé continua e differenziabile) si didi€feomorfismo

X In unsistema deterministico a tempo continue il cui spazio delle fasi sia una varieta diffe-
renziabile |'operatore di evoluzione élisso @, :RxS - S di uncampo vettoriale F (X)
differenziabile nel tempo, al quale corrisponderésformazione di stat (t) =@ (ty, X,),
dove X, & ancora lo stato iniziale. La dinamica del sisténtlescritta dal sistemaedtjuazioni
differenziali

—X(t)=F(X), *)
e si ha per definizione

t

@, (to,x)zjtoF (X)dr.
(Ricordiamo che il terminflussionee stato introdotto da Newton nella propria versiaiel
calcolo differenziale per indicare la derivata diaufunzione). Le linee di flusso del campo
F(X) forniscono le evoluzioni possibili del sistemapresse dalle soluzioni dell'equazione (*).
Il fatto che le equazioni differenziali (*) sianeldorimo ordine non costituisce una restrizione
effettiva in quanto un qualsiasi sistema di equaaziifferenziali pud essere espresso in questa
forma introducendo delle variabili ausiliarie (€da I'Appendice dedicata alle equazioni diffe-
renziali). Non € una restrizione, inoltre, neppilifatto che il sistema di equazioni (*) séa-
tonomo(il campo vettoriale non dipende esplicitamentetelampo), poiché qualungue sistema
di equazioni differenziali pud essere posto in tmésrma introducendo ancora variabili ausi-
liarie opportune. Se il flusso & definito sullirdeasse reale costituisce un diffeomorfismo e ha
le proprieta di urgruppo® di trasformazioni regolari dipendenti da un parame

* In unsistema dinamico stocastica tempo discreto e con uno spazio delle fasi oootl'ope-
ratore di evoluzione é dato da un insieme di fumzirate dipendenti da un parametro il cui
valore e selezionato utilizzando una distribuzidngrobabilita.

X Un sistema dinamico deterministico a tempo disceeton uno spazio delle fasi discreto si di-
ceautoma cellulare Esso consiste di una griglia di dimensioni firgtestituita da un numero
finito di celle. Ciascuna cella pud assumere uieims finito di stati (ad esempio, "vivo" o
"morto" oppure un colore o una forma ecc.). Peri agila € necessario anche definire I'in-
sieme delle celle considerate "vicine" o interageoh essa. Nell'istante assunto come iniziale
si assegna ad ogni cella un determinato statansieme di questi stati costituisce lo stato ini-

Ziale dellautoma cellulare. Dopo un tempo

prefissato tutte le celle cambieranno stato con-

temporaneamente secondo una regola prestabi-

lita, dipendente soltanto dallo stato attuale di

ciascuna cella e di quelle a essa "vicine" (vedi

Figura 1). L'idea di automa cellulare € stata in-

@) () trodotta negli anni "40 dzbhn von Neumann

(1903- 1957) e daStanislaw M. Ulam

(1909-1984), mentre lavoravano al Los Ala-

mos National Laboratory, e si & sviluppata so-

prattutto nel ventennio successivo insieme alle
teorie computazionali e alle strutturardwaredei sistemi di calcolo automatico.

Fig. 1. Automi cellulari
(a) di Moore (b) di von Numanr

Una mappa o un campo vettoriale e di consegui sistema dinamico da essi descritto si dico-
no lineari se essi dipendono linearmente da tutte le varidisiamiche, altrimenti si diconnon-
lineari.

La sequenza degli stati che costituisconoliezione nel tempo di un sistema dinamico a partir
a un suo stato iniziale qualunque costituisconmsieme di punti nel suo spazio delle fasi definito



da
{Xk. k=0,1,2,.} oppure @(X,)={®(t,X,), tOT OR},

a seconda rispettivamente che il sistema sia adeatiggreto oppure a tempo continuo (su un inter-
vallo T). Questo insieme, ordinato temporalmente, si diggettoria evolutiva od orbita del si-
stema. L'orbita di un sistema dinamico non ha oweiate nulla a che vedere con la traiettoria del
suo eventuale moto nello spazio fisico reale. Neltpura 2 sono mostrate come esempio le traietto-
rie nello spazio delle fasi di un pendolo ideald @n pendolo smorzato, quelle di un sistema eco-
nomico a due variabili e quelle di un sistema diaaipni differenziali lineari 2-dimensionale. Co-
noscere la traiettoria evolutiva significa potelcokare lo stato del sistema in un qualunque istant
futuro sulla base del la conoscenza del suo statio ialtro istante. Ovviamente, la traiettoria evol
tiva € una curva in senso proprio nello spaziocedetinfigurazioni solo quando il sistema dinamico
considerato € a tempo continuo.

(@) (b) (©)
Fig. 2. Traiettorie nello spazio delle fasi 2-dims@nale
(a) pendolo ideale e pendolo smorzato (b) siateconomico (c) caduta libera

Si noti che le leggi e i principi che sonaadtlase della meccanica newtoniana e dell'elettroma-
gnetismo di Maxwell fanno si che le equazioni difedr®@ corrispondenti siano simmetriche rispetto
al tempo. E' cioé possibile descrivere I'evoluzidnen sistema fisico sia verso il futuro che veitso
passato. In conseguenza della stessa definiziosistdima dinamico deterministico, le traiettorie di
tali sistemi sono univocamente definite per ogatcsiniziale. Una proprieta importante dello spa-
zio delle fasi dei sistemi dinamici, conseguenzZéadero natura deterministica, € che le traietori
non possono mai intersecarsi. Infatti, un punto woena due traiettorie implicherebbe ambiguita
nella determinazione degli stati passati e futetigistema rispetto allo stato fisico descrittagdel
punto.

Le traiettorie evolutive possono essere ristin tre classi:

1. orbite costanti costituite da un solo punto, tali cioé chg =Xy, k=0,1,2,.. oppure
®(Xq) = Xo; esse si dicono anclpeinti fissi o diequilibrio del sistema.

2. Orbitericorrenti: sono quelle che ritornano continuamente a "visitaone dello spazio de-
gli stati gia visitate. Particolarmente importasdino le orbite chiusesi¢li), tra cui quelle pe-
riodiche, e le orbite quasi-periodiche;

3. Orbite non ricorrenti sono quelle che non tornano in regioni dello gpdelle fasi che sono
state gia visitate; il pit semplice esempio e wagettoria che si estende all'infinito.

Si osservi che per determinamaliticamentda traiettoria di un sistema dinamico & necessario
risolvereesattamentée equazioni (1) oppure (2) che lo descrivono. #per i sistemi piu sempli-
ci, questo é possibile soltanto in un numero midthitato di situazioni e richiede spesso tecniche
matematiche molto sofisticate. La disponibilitipaatire dalla fine degli anni '60 dello scorso seco
lo, di sistemi di calcolo automatico di potenzatantemente crescente e dai costi altrettanto costan
temente decrescenti ha reso possibile risolveneoido numerico con approssimazioni accurate e in



tempi relativamente ridotti tutte le equazioni (remio quelle altrimenti intrattabili) e determinare
quindi con buona precisione le traiettorie evolatilel sistema dinamico considerato.

Occorre tuttavia sottolineare che la determior@ numerica dell'orbita di un sistema e sufficie
te a definirne effettivamente I'evoluzione tempersdltanto quando il sistema & estremamente sem-
plice. Quando invece un sistemaamplessdcaratterizzato cioé da molte variabili di stadppure
e non-linearerispetto a qualcuna delle sue variabili dinamioppure non sono notette le leggi
che concorrono a descriverlo oppure ancora alcuaeariabili non possono essere misurate con la
precisionenecessaria, i metodi approssimati comportano taleinente che la validita e la perti-
nenza delle soluzioni trovate sia messa in disoossill problema principale € costituito in questo
caso dallastabilita delle traiettorie calcolate, ovvero dalla propridtauna traiettoria di non cam-
biare in modo qualitativamente significativo perqale variazioni dello stato iniziale del sistema.

D'altro canto, spesso € piu importante com@ste proprieta comuni di diverse traiettorie (ad
esempio, la loro periodicita) che non i loro dditaglividuali. In molte situazioni applicative een
cessario classificare le orbite oppure é richiete il sistema evolva lungo un solo tipo di orbita
Classificare le traiettorie & stato I'obiettivo jper € nata la cosiddettaalisi qualitativa dei siste-

mi dinamici (studio delle proprieta invarianti peasformazioni di coordinate), introdotta da Poin-
caré. Essa tuttavia é possibile in generale salo sistemi lineari e per quelli il cui spazio deflasi

ha solo due dimensioni. In altri casi € importasdaoscere il comportamento delle traiettorie di un
sistema in funzione di un qualche parametro e itiqgmdare di scoprire se quest'ultimo possiede dei
valori di biforcazione (valori, cioé, passando per i quali cambia il congormento qualitativo del
sistema, ad esempio da traiettorie solo periodictnaiettorie irregolari ed erratiche, come acdade
un fluido quando si genetarbolenzg. Infine, vi sono le situazioni in cui tutte latettorie di un si-
stema appaiono irregolari, come se esso fosse mateeda unalinamica casuale In questi casi
puo essere necessario calcolare valori medi dali@hili di stato, utilizzando una traiettoria nwlt
lunga oppure molte traiettorie diverse. In queati@ssumono grande importanza i cosiddétti
stemi ergodici per i quali i valori medi sono praticamente iretidenti dallo stato iniziale del si-
stema e questo, nella sua evoluzione, "dimentlgaroprio passato. La comprensione degli aspetti
probabilistici dei sistemi dinamici ha contribuacstabilire i fondamenti della meccanica statiséica
della teoria del caos deterministico

Stati di equilibrio, attrattori e stabilita

Si definiscantegrale primo di un sistema dinamico una funzione regolare (zala valore e
differenziabile con continuitd) che rimane costantgitti i punti dello spazio delle fasi appartatie
a una stessa traiettoria. In un sistema meccarmnsecvativo un integrale primo & sempre dato
dall'energia (meccanica) totale. Se I'hamiltoni&hdi un sistema non dipende esplicitamente dal
tempo € anch'essa un integrale primo. Se I'hanalt@amon dipende esplicitamente da una delle va-
riabili dinamiche del sistema, thomento coniugatd di quella variabile costituisce anch'esso un
integrale primo.

La conoscenza degli integrali primi di urtesisa dinamico € fondamentale per I'analisi qualita-
tiva del sistema e anche per cercare soluzionieedatle equazioni che lo descrivono. Cio deriva
dal fatto che se un sistema di equazioni diffel@naimmette un integrale primo espresso da una
variabile dinamica®, allora ogni orbita del sistema nel suo spazitedelki giace necessariamente
su una superficie di livello db, determinata per esempio mediante le condizidniail In genera-
le, se un sistema di equazioni differenziali diimech ammetten-1 integrali primi indipendenti,
allora é possibile integrare il sistema per quadeatLa peculiarita della descrizione hamiltoniana
di un sistema dotato di gradi di liberta (il cui spazio delle fasi ha qdiiren dimensioni) & che le
sue equazioni del moto in forma canonica possoseresntegrate per quadratura conoscendo sol-
tanton integrali primi (e non invec@n—1) purché tali costanti del moto siaiminvoluzione(Teo-
rema di Liouville), ovvero che siano nulle parentesi di Poissolf relative a ciascuna possibile
coppia di integrali. Inoltre, per determinare sa gBrta variabile dinamica costituisce una costante
del moto per un sistema fisico non occorre con@sesplicitamente la soluzione delle equazioni



differenziali che lo descrivono ma e sufficientengscere la sua hamiltoniana. D'altro canto, la co-
noscenza di integrali primi & spesso determinait@ritecipi fisici generali ai quali il sistema cans
derato deve sottostare.

Consideriamo ad esempio l'oscillatore armomicidimensionale. La sua hamiltoniana e data da
H(x, p) =1(a? ¥+ p?] e le orbite del sistema nello spazio delle fasiosourve chiuse definite
dall'equazioneH (x, p) = K, dove E; € il valore dell'hamiltoniana definito dalle comnidini inizia-

li. Per Eo= 0 l'orbita si riduce a un punto (origine dello speadelle fasi), corrispondente allo stato
di equilibrio statico. PeEy> 0 le orbite sono ellissi centrate nell'origine (stitoscillazione) per le
quali l'origine costituisce 8ttrattore Si veda il diagramma di fase di Figura 3a.

Un altro esempio elementare e costituitopgaddolo semplice. La sua hamiltoniana € data da
H (19, p) :% p2 —-cosd e il suo spazio delle fasi & un cilindro retto emse di simmetria coinciden-
te con l'asse della quantita di moto. Ré¢r=—1 l'orbita si riduce all'origine dello spazio defiasi
cui corrisponde il punto di equilibrio stabi2= p=0 (pendolo verticale) mentre pekr= 1 si ot-
tiene un'orbita chiusa che corrisponde al puntegdilibrio instabile (pendolo rovesciato) e che se-
para gli stati oscillatori|(—||<1) da quelli rotatori @ >1). Si veda il diagramma di fase di Figura
3b.
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(a) (b)

Fig. 3. Diagrammi di fase (a) oscillatore armanifh) pendolo semplice

Un sistema dinamico si didategrabile se ammette un numero di integrali primi funzional-
mente indipendenti e in involuzione uguale ai ggraidi di liberta (o alle dimensioni del suo spazio
delle fasi). Queste condizioni assicurano chesilesha éntegrabile per quadrature che le sue
traiettorie evolutive giacciono, in generale, seligerfici ditori ! n-dimensionali nello spazio del-
le fasi (i cosiddetttori invarianti). Queste traiettorie risultano allora composizidinbrbite periodi-
che con frequenze dipendenti dalla superficie tladei su cui si svolgono. Il sistema dinamico e
quindi essenzialmente equivalente a un sistemeaodcillatori armonici con frequenze variabili nel-
lo spazio delle fasi.

| sistemi dinamici integrabili sono relativante pochi: tra questi, tutti quelli 1-dimensionali
guelli la cui hamiltoniana &eparabilerispetto alle variabili dinamiche (questi ultinore infatti
equivalenti an sistemi 1-dimensionali). Tutti i sistemi dinamiicieari hanno una hamiltoniana "na-
turalmente" separabile mentre solo alcuni sisteoni-limeari possono essere descritti (formalismo
di Hamilton-Jacobi) mediante una hamiltoniana saipige. Tutti questi sistemi sono equivalenti a
un insieme di sistemi 1-dimensionali lineari. Ldgtabilita di un sistema hamiltoniano garantisce
I'esistenza di una sua soluzione analitica e lassafailita dinamica

Quando un sistema dinamico é descritto dahangiltoniana indipendente dal tempo (il sistema
e fisicamente conservativo) una sua importantettesistica € che nello spazio delle fasconser-
vano gli ipervolumicostituiti da insiemi dei suoi stati. Da tale piiefa deriva la classificazione a-
nalitica dei sistemi dinamici inonservativio dissipativia seconda che gli ipervolumi nello spazio
delle fasi si conservino o si contraggano durdeteluzione. Ad esempio, il pendolo ideale é un si-
stema 2-dimensionale per il quale I'energia meazagi costante e I'area nello spazio delle fasi si
conserva, mentre il pendolo smorzato € un sistand guale I'energia meccanica viene dissipata e
I'area nello spazio delle fasi si contrae (vediuf&y2a).



Si diconqquasi-integrabili quei sistemi dinamici (tra i quali molti di graniteeresse sia teori-
co che applicativo) descritti da una hamiltoniaha differisce solo per una piccola perturbazione
da una integrabile. Sotto opportune condizionirégettorie evolutive di questi sistemi rimangono
"vicine" per tempi arbitrariamente lunghi alle &torie corrispondenti della hamiltoniana non per-
turbata. Il problema della stabilita delle orbitgpetto a piccole perturbazioni & di fondamentade i
portanza. | primi risultati in questo campo soratigittenuti da Poincaré ma una migliore compren-
sione della problematica e stata raggiunta soloilcowsiddettoteorema KAM enunciato nel 1954.
Esso afferma che un sistema quasi-integrabilerditfe da uno integrabile solo per un sottoinsieme
piccolo dello spazio delle fasi. Questo sottoin&emattavia, ha una struttura topologica estrema-
mente complicata e al suo interno appaiono traietfortemente irregolari, sensibilmente dipen-
denti dalle condizioni iniziali, accanto a queksyolari.

Un insieme di statili un sistema dinamicédiscreto, continupuna traiettoria, un gruppo di
traiettorie, una superficie o una ipersuperficigdtituisce urinsieme invariantedel sistema se esso
viene trasformato in sé stesso dall'evoluzionesggtéma, eventualmente spostando i singoli stati
all'interno dellinsieme.

Si chiamanattrattori  gli insiemi invarianti di stati nello spazio delfasi verso i quali un si-
stema dinamico evolve partendo da stati iniziakedsi, ovvero verso cui evolve anche quando il
suo stato iniziale & sottoposto a piccole pertudmazUn attrattore pud essere costituito da uo sol
punto, da un insieme finito di punti, da una ttaied, da una superficie, da una varieta n-
dimensionale o da unsieme frattalé®. Si definiscono inveceepulsori gli insiemi di stati dai qua-

li le traiettorie evolutive di un sistema dinamimdono ad allontanarsi definitivamente. Ogni at-
trattore e caratterizzato dal possedere neg#&ne (o bacing di attrazione ovvero un sottoinsieme
dello spazio delle fasi tale che ogni traiettonalativa che nasca o che passi per gli stati @i tat
gione dopo un tempo arbitrariamente lungo si awgi@rbitrariamente all'attrattore. Sebbene la de-
finizione di attrattore richieda che lo spazio dalbnfigurazioni sia dotato di una metrica, il c&tac

to di attrattore dipende solo dafieoprieta topologich&’ del sistema dinamico considerato.

Fino alla scoperta del cosiddediitrattore di LorenZ1963), gli attrattori di un sistema dinami-
co erano considerati semplici sottoinsiemi georoettello spazio delle fasi. | pochi attrattori noti
dotati di una struttura topologica pit complessmerritenuti anomalie matematiche prive di reale
importanza. La svolta concettuale ha avuto iniab1967 con la scoperta da parte del matematico
americandStephen Smaledi un sistema dinamico differenziabitiotato anche di un attrattore frat-
tale con la struttura topologica dieiéieme di Cantof!.

Un punto fisso di una mappa o di un flussdise attrattivo quando le traiettorie che si otten-
gono iterando la funzione considerata convergomsovei esso partendo da ogni altro punto appar-
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Fig. 4. Rappresentazione grafica nello spdelte fasi a 2 dimensioni di alcuni tipi di punteso di un
sistema dinamico: (a) centfio) punto fisso stabile, (c) nodo stabile, (dh di sella

tenente a un intorno limitato del punto fisso. Bece le traiettorie
divergono, il punto fisso si diaepulsivoodinstabile. Nelle Figure
Y 4 4 sono illustrati vari esempi di punto fisso camastici di sistemi
dinamici 2-dimensionali. Si chiamano ppérbolid i punti fissi che
attraggono le orbite lungo alcune direzioni e Epiegono lungo al-
tre e inveceellittici i punti fissi che intrappolano le orbi te vicine
senza farle né allontanare né avvicinare troppoplwhio fisso si di-

Fig. 4e. Punto di sella
(in 3dimensioni)



cedi sellaguando esso € attrattivo in alcune direzioni e lsdpuin altre (si veda I'esempio di Figu-
ra 4e, relativo alla funzionk(x, y) = % — ).

Un punto fisso attrattivo si dicrutturalmente stabile se soddisfa alcriterio di Ljapunoy
ovvero se ogni traiettoria che parte da un purbdrariamente vicino a quello fisso rimane sempre
a una distanza limitata da esso. Un punto fisslicsi inveceasintoticamente stabilese ogni traiet-
toria che parte da un punto arbitrariamente vieirquello fisso non solo rimane sempre ad una di-
stanza limitata da esso ma anche vi converge dogermpo arbitrariamente grande. Infine, si dice
insieme di stabilitadi un punto fisso il sottoinsieme dei punti dedfmazio delle fasi da cui partono
traiettorie che tendono asintoticamente ad avvisirabitrariamente al punto fisso. Questa classifi
cazione € basata sul comportamdatale delle orbite vicino ai punti fissi; ma, come vedgrtale
comportamento ha spesso delle conseguenze sullawokglobale del sistema dinamico, anche
lontano dal punto fisso considerato. Questa diateltbcale/globalee una delle piu fruttuose nello
studio dei sistemi dinamici.

Un punto dello spazio delle fasi di un sistediramico a tempo discreto si diperiodico quan-
do esso viene ripetutamente visitato dopo un aartoero di iterazioni della funzione che descrive
il sistema (oppure dopo un intervallo di tempo an#t), ovvero se esiste un numero positivo
(dettoperiodg tale che f,,(X *)=X* . Per i punti periodici vale una classificaziondedle
proprieta geometriche analoghe a quelle dei pigdi. fin particolare, un punto periodico si
dice iperbolico se vale la condiziongdf,,(X*)/dX|#1, si dice inveceattrattivo se
|dfm(x *)/d><[<1 oppurerepulsivose|dfm X*)/dX|>1. La nozione di punto periodico puo
essere definita anche per un sistema dinamico pa@wontinuo, legandola alla condizione
che esista un istanté(periodo) tale cheb(t*, X*)=X* .

Una traiettoria chiusa si digeeriodica quando essa ripassa per gli stessi punti dellpicoi!-
le fasi dopo un periodo di tempo costante. Unati@iia ricorrente € inveauasi-periodicaquan-
do periodicamente torna arbitrariamente vicino alupgue punto dello spazio delle fasi gia rag-
giunto in precedenza. Una traiettoria ricorrenté miine esserasintoticamente periodicaquan-
do dopo un tempo arbitrariamente grande si avviiimaa una distanza arbitrariamente piccola da
una traiettoria periodica. Ogni traiettoria chigsetiene al proprio interno un punto fisso delesist
ma dinamico. Alle traiettorie ricorrenti possoneer® applicati le definizioni e i criteri di statal
che abbiano esposto per i punti fissi modificamdmobdo opportuno la trattazione formale degli ar-
gomenti.

Una traiettoria periodica si didensanello spazio delle fasi quando passa arbitrariaengici-
no a qualsiasi punto dello spazio. Un sistema dicacon un’orbita densa é dettipologicamente
transitivo. Contrariamente a quanto si potrebbe sembrare gaibitse sono piuttosto comuni nei si-
stemi dinamici e talvolta & possibile suddivideresistema dinamico in sottosistemi indipendenti
ognuno dei quali topologicamente transitivo.

L'insieme degli stati che un sistema dinanmaggiunge asintoticamente, ovvero al tendere del
tempo all'infinito (nel futuro oppure nel passatsi)diceinsieme limite. Essi sono importanti per-
ché forniscono informazioni sul comportamento agturtermine del sistema. Gli insiemi limite
hanno natura e proprieta estremamente diverseinéai possono essere punti fissi (stabili o in-
stabili), orbite periodiche, cicli limite o attratt. Le proprieta degli insiemi limite sono relativ
mente semplici solo quando essi si riferiscono aistiema dinamico con due gradi di libef@ota-
to quindi di uno spazio delle fasi piano o 2-dimenale). In questo caso, infatti, esiste un criteri
matematico Teorema di Poincaré-Bendixsoj che consente di caratterizzare in modo semplice
tutti i possibili insiemi limite di un sistema diméco come unione di punti fissi e di traiettorie- pe
riodiche. E' opportuno sottolineare che tutti gtrattori sono insiemi limite ma non é vero l'oppo-
sto. Ad esempio, un pendolo smorzato ha due pissii Corrispondenti agli stati di massima e di
minima ampiezza di oscillazione, che costituiscanche i suoi insiemi limite. Il primo € un repul-
sore, il secondo € invece un attrattore versodl@aonvergono tutte le traiettorie possibili.

Si definisceciclo limite o attrattore ciclico una traiettoria chiusa in uno spazio delle fashpi
(2-dimansionale) dotata della seguente proprieta:

* nessuna traiettoria costante (o punto fisso) eecmrté nel ciclo limite;



* qualsiasi traiettoria che abbia inizio in un pungb ciclo limite deve rimanere sempre en-
tro il ciclo limite;

* (ualsiasi traiettoria che abbia inizio in un intwitmmitato del ciclo limite deve avvicinarsi
asintoticamente al ciclo limite;

¢ al suo interno esiste almeno una traiettoria cla@ngcina asintoticamente al ciclo limite.

Se tutte le traiettorie contenute in un intornat@to del ciclo limite convergono a esso nel futuro
ciclo limite si dicestabile (o attrattivo); se invece vi convergono nel passasso si dicanstabile

Un esempio semplice di sistema dinamico che comtignciclo limite stabile € quello costituito da
un orologio a pendolo (oscillatore armonico forgatociclo limite descrive il suo comportamento
ideale, perfettamente periodico, al quale esscatagintoticamente dopo aver subito una piccola
perturbazione. Altri esempi di sistemi reali sohoiiicuito di van der Pol, quello di sintonia di un
ricevitore radio oppure il battito cardiaco in stdi riposo. Il pendolo ideale non possiede invate
ciclo limite poiché tutte le sue orbite non sormage: in un intorno qualunque di un punto apparte-
nente a un'orbita vi sono solo punti appartenentbite di periodo diverso e nessuna di esse gioca
quindi il ruolo di attrattore (vedi Figure 5). latiilimite sono una proprieta caratteristica di thsi-
stemi dinamici non-lineari.

Fig. 5a. Ciclo limite dell'oscillatore di van deol Fig. 5b. Traiettorie periodiathe pendolo ideale

Sistemi dinamici caotici

| sistemi dinamici piu interessanti sono tjuelcui coesistono punti periodici e orbite denke
essi da un lato si ha una singola orbita che appnasarbitrariamente bene qualsiasi punto dello
spazio delle fasi e dall’altro arbitrariamente micia qualsiasi punto si ha un punto periodicoldn a
tre parole, vicino a qualsiasi punto dello spakitnavano orbite con comportamenti diametralmente
opposti (dense oppure periodiche). Di conseguenresto sistema gensibile alle condizioni ini-
ziali: cambiando arbitrariamente poco il punto di partetelta traiettoria evolutiva, il comporta-
mento dell’orbita sul lungo periodo puo mutare ticasnente. La sensibilita alle condizioni iniziali
e il principale tratto distintivo desistemi dinamicideterministici)caotici, cosi chiamati proprio
perché hanno orbite dal comportamento apparententamtico. Vale la pena di sottolineare che
guesta forma di caos & gaos deterministicoe non un’evoluzioneasualedel sistema. Se posse-
dessimo un’informazione completa sullo stato ineidel sistema e sulla legge che ne descrive I'e-
voluzione saremmo in grado di seguire con esattierggiluppo di tutta I'orbita. Ma di solito non
possediamo questa informazione completa: in paatiep conosciamo le condizioni iniziali solo
con una certa, per quanto alta, approssimaziorne.t&é caso la sensibilita del sistema alle condi-
zioni iniziali vanifica qualsiasi tentativo di prieel il suo comportamento evolutivo sul lungo perio-
do: 'approssimazione iniziale viene amplificatadfia renderapparentemente casudleomporta-
mento del sistema.

Un sistema dinamico si dicaoticoquando la sua evoluzione a partire da uno sta@lie di-
venta rapidamentmtrinsecamente imprevedibjlaonostante la sua natura deterministica. Pit esat
tamente, si € in presenza di dinamiche caotiche se:

(1) le traiettorie del sistema nel suo spazio dellé $asi0 particolarmente sensibili rispetto a
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piccole variazioni delle condizioni iniziali delssema;in altre parole, due traiettorie gene-
rate da condizioni iniziali diverse ma arbitrariarteevicine evolvono in modo tale che, pur
mantenendosi limitate, la distanza tra loro cresponenzialmente nel tempo;

(2) 1 punti di una qualunque traiettoria ricoprono inagio densain sottoinsieme dello spazio
delle fasi(proprieta di mixing);

(3) esistono infiniti cicli repulsivi;
(4) le traiettorie hanno proprieta frattafiomotetid.

Una caratteristica generale comune ai sistaotici e che la loro evoluzione temporale skpre
senta come fortemente discontinua dal punto da\gsilitativo. In questi sistemi dinamici e infatti
possibile osservare improvvisi passaggi da compuatai regolari a regimi irregolari che rendono
la loro evoluzione temporale totalmente impreveddilei apparentemente casuale. Ad esempio, il
fumo di una sigaretta o il flusso dell'acqua nie#a di un fiume possono talvolta evolvere in modo
semplice fnoto laminarg e altre volte in modo vorticoso e disordinatwofo turbolentd Il passag-
gio alla turbolenza, che si osserva talvolta derdintnoto di liquidi o gas e che pud essere present
in qualunque sistema fisico il cui comportamentan@logo a quello di un fluido, & stato uno dei
problemi che maggiormente hanno stimolato gli sswdisistemi dinamici non lineari e sui fenome-
ni caotici.

Condizione necessaria (ma non sufficientethge un sistema a tempo continuo sia caotico é
che esso sia descritto dguazioni differenziali non-lineari e che il suo spazio delle fasi sia alme-
no tridimensionale. Quest'ultima condizione & conseguenzaaemema di Poincaré-Bendixsoe-
lativo alle traiettorie evolutive negli spazi deléesi a due dimensioni. Se invece il sistema disami
e a tempo discreto, condizione necessaria percdté mEssa essere caotico € che sia descritto da
funzioni iterate non invertibili oppure ddunzioni iterate invertibili ma con uno spazio delle
fasi almeno bidimensionale Il caos deterministico puo quindi insorgere anchan semplice si-
stema dinamico a tempo discreto 1-dimensionale.

| sistemi dinamici deterministici possonmedl essere classificati sulla base di due loron@ep
ta matematiche elementari:nibmero di gradi di liberta e quindi di dimensioni dello spazio delle
fasi e |'essere descritti da equazioni (differenpiali ricorrenza) lineari oppure non-linerari. Ad
sempio, il pendolo ideale in oscillazione e deserdall'equazione differenziale del 2° ordine
d2z9/dt2 + g/( Lsing) = 0. Esso ha due gradi di liberta poiché lo statosiéma & definito dal va-
lore dell'angolo di oscillazionél( e da quello della corrispondente velocita angola) e inoltre é
non-lineare a causa della presenza di una funzjon@metrica ¢eng avente per argomento una
delle due variabili dinamiche. Il pendolo pud an@ssere descritto mediante un sistema di equa-
zioni differenziali del 1° ordine non-lineadd/dt=w e da/dt=- g/ Lsing. Un possibile sche-
ma di questa classificazione per i sistemi dinamidimensioni finite & il seguente:

sistemi lineari

N=1 N=2 N> 3 N>>1
crescita-decrescita oscillazioni fenomeni collettivi
. . . oscillatori armonici
andam. esponenziale oscillatore lineare strutture o
accoppiati
circuiti RC sistema massa-molla ingegneria elettrig stato solido
decadim. radioattivo circuiti RCL dinamica moleaa
problema 2 corpi equilibrio statistico

sistemi non-lineari

N=1 N=2 N>3 N>>1
caos hic sunt dracones!
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e . . oscillatori
punti fissi pendolo attrattori strani . ) L
non-lineari accoppiati
biforcazioni oscillat. anarmonico problema 3 corpi laser
sistemi smorzati cicli limite cinetica chimica maeaodca statistica
equazione logistica oscillaz. biologiche mappeaier semiconduttori
dinam. predatore-preda frattali reti neurali
. . oscillatori . .
elettronica non-lineare . . . ecosistemi
non-lineari forzati
sistemi economici

Per i sistemi dinamici a dimensioni infinite, dedcsempre da sistemi di equazioni differenziali
alle derivate parziali, si puo invece vedere tatichema:

lineari non-lineari

onde sistemi compless £
elasticita oscillazioni non-lineari 5
equazione delle onde plasmi g
equazioni di Maxwell terremoti S
meccanica quantistica relativita generale 5C;
equazione della diffusiong  teorie di campo quanlist E

acustica fibrillazione

fluidi viscosi fluidi turbolenti

In entrambi gli schemi alcuni argomenti sono stahtrassegnati dal mottdit suntdracones”, uti-
lizzato all'inizio del Cinquecento per indicare gtegritori sulle carte geografiche che risultavano
ancora largamente sconosciuti. Si tratta infattardiomenti di frontiera, in parte esplorati ma ben
lungi dall'essere realmente compresi, molto diffida analizzare perché di grandi dimensioni e
spesso anche di grande non-linearita. La dinamicpesti sistemi € complessa nello spazio e nel
tempo.

Sistemi dinamici unidimensionali discreti

| sistemi dinamici descritti da una sola ahiie di stato e che evolvono su una scala disdieta
tempo sono quelli pit semplici in assoluto e oftr@tlo stesso tempo una visuale completa e detta-
gliata sul campo che ci interessa. Gli strumentiessari per studiarli rappresentano una base prati-
camente indispensabile se si vogliono affrontasigtemi dinamici multidimensionali oppure quelli
a tempo continuo.

Un sistema unidimensionale discreto & deectid un'equazione alle differenze o da una fun-
zione iterata a valori reali definita su uno o ipitervalli reali o su tutto I'asse reale, la cuinfia ge-
nerale €% = f()g) con punto iniziale (cioé per=0) x,. A queste funzioni si da di solito il
nome dimappe Le funzioni utilizzate sono spessmeomorfismiovvero funzioni biunivoche (e
quindi invertibili) continue insieme alle loro inge. Talvolta sondiffeomorfismj ovvero funzioni
biunivoche differenziabili, con inversa differenzile@ e continue insieme alle loro derivate, all®lo
inverse e alle derivate di queste ultime. | diffesfismi dell'asse reale sono estremamente semplici
e quindi hanno un interesse relativo discutendsisiemi dinamici. Sono invece estremamente im-
portanti nei sistemi multidimensionali. Nel casd sistemi dinamici unidimensionali discreti, inve-
ce, un ruolo centrale é giocato dalle funzioni imorertibili poiché sono esse che possono generare
comportamenti caotici.

Nei sistemi dinamici la presenzasthti di equilibrio (o punti fissi della mappa che descrive il
sistema) viene assicurata tEbrema di Brouwer del punto fissq(1909-1913): una funzione reale
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continua definita su un intervallo compatto haalneno un punto fisso. Se poi la funzione iterata
differenziabile e costituisce umaappa contrattivgovvero soddisfa alla condiziorjdf / d>1 <1lsu
tutto l'intervallo), allora iteorema di Banach-Cacciop- pdll922-1931) assicura che la funzione
haun solopunto fisso e in quell'intervallo vale la disugliagza | f ()~ f(x;)| <|%~ X

| punti fissi di una mappa sono definiti dgtiroprieta: f (x) = X, € costituiscono evidentemente
l'orbita piu semplice in assoluto del sistema dilwandescritto dalla mappa, consistente in un solo
punto. | punti fissi possono essere individuatifigeamente studiando l'intersezione della funzio-
nef (x) con la bisettricey = x del sistema di coordinate cartesiane utilizzato.

Altri punti notevoli di una mappa sono i attti punti periodici, stati ai quali il sistema ritor-
na dopo un certo numero di iterazioni (dopo unccertervallo di tempo):f,(x)= fy(x) = x. Il
numerop si diceperiododel sistema. | punti fissi e quelli periodici (g dato period) di un si-
stema dinamico costituiscono due insiemi dettigi8pamenteFix(f) e Peg(f). L'insieme formato
dalle iterate di un punto periodico si digghita periodica. Un'orbita generica di un sistema dina-
mico unidimensionale discreto ¢ data dall'insienenerabile f (t,x)={%, %= f( %), %=
=12(%), - " (%), } . Vediamo alcuni semplici esempi. La maygentita f(x) =x (OxOR)
ha come punti fissi tutfi i punti della retta reale mappaiflessione f (x) =-x (OxOR) ha un
solo punto fisso x=0) mentre tutti gli altri punti della retta realensoperiodici di periodo 2 (si ha
infatti: f%(l)z—l Jf()=14(2=-2f,( = 2;. La mappa quadratica (non invertibile)
f(x)=x"-1 ha due punti fissi dati d& = 11\/53 2 (radici dell'equazione? —1= x), mentre i
punti x=0 e x=-1 sono entrambi periodici di periodo 2 (si ha infatt; 0):0—1=—1 ed
f,(0)=1-1=0;f(-1= % E 0 d,(- )= © <4- ). La mappaubicaf (x)=x* ha tre punti
fissi x=0 e x=%1 ma nessun punto periodico (é una funzione strettiéercrescente...). E' intuiti-
vo che una mappa puod avere punti periodici solwoseé monotona

Dato un punta* periodico di period@ di una mappa, un altro puntcsi diceasintotico in a-
vanti versox* se si ha:lim f*°(x) = x* . L'insieme costituito da tutti i punti che sondnastici in
avanti verso un punté‘Tf@?iodico si dicsieme di stabilita di quest'ultimo. Si possono definire i
puntj asintotici in avanti verso un punto non peéito richiedendo che sia soddisfatta la condizione:

lim [f%(x)- f*(x*) =0 . Se la mapp& & invertibile si possono definire anche i puintotici
irfdietro verso un punto periodico richiedendo che si abHia fkp(x) =x* e quindi intro-
durre il cosiddettansieme di instabilita di quest'ultimo. Una teffhizione analoga vale ppunti
non periodici. Ad esempio, nel caso della mappacwtb(x) =x° linsieme di stabilita del punto
fisso x=0 é dato dall'intervall(j—l,][ mentre gli altri due punti fissk=+1 hanno insiemi di in-
stabilita dati rispettivamente d&" e R™.

Si definiscepunto critico di una mappa differenziabile un punto tale cti&/dx=0. Il punto
critico si dicenon-degenerse si ha:d?f/dx 20, degenerenel caso opposto. | punti critici non-
degeneri di una mappa sono quindi i suoi punti dssimo e di minimo. Quelli degeneri invece
possono essere di massimo, di minimo o di sella tdappa che sia un diffeomorfismo non possie-
de punti critici. Essi invece possono esistereen@ldppe non invertibili ed € questo che rende com-
plessa la dinamica di questi sistemi. La mappacaylasid esempio, ha un punto critico degenere (di
sella) perx=0, mentre la mappa parabolida(x) =x% haun punto critico non-degenere (minimo)
per x=0.

Obiettivo fondamentale dello studio di urtesisa dinamico € comprendere la sua evoluzione a-
sintotica e a questo scopo & necessario deternimideele sue possibili orbite. Questo € in realta
possibile solo in un ristretto numero di casi péicichiede la risoluzione esatta di una equazione
(ricordiamo che sono in generale risolubili sol@tgiazioni polinomiali di grado inferiore al quinto
tutte le altre lo sono solo in casi particolaripriNsono di aiuto neppure i procedimenti di risauzi
ne numerica (se non nel caso di mappe molto seinpbiiché il progressivo accumularsi degli er-
rori di arrotondamento rende spesso i valori caktqrivi di significato reale, in particolare ned-
so dei punti fissi e periodici. Molto piu utile ame quindi, in generaleapproccio qualitativache
consente di ottenere le proprieta geometriche foveddiali di tutte le orbite di un sistema dinamico
senza doverle calcolare direttamente. Gli strumssritrali di questo approccio sonanlalisi grafi-
ca (o diagramma a scalinidella funzione iterata e diagramma di faseche se ne ricava, il quale
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descrive qualitativamente il comportamento dellgiterdel sistema sulla retta reale anziché nel pia-
no di fase. Nelle Figure 6 € mostrato come castium diagramma a scalini (linee in celeste) di una
mappa partendo da un punto iniziale.

o), P flx) k=395
0s ; ]

=01 fr)

1,0 4 1,0

| | ry o | | b
0,5 1 | || | | | 05 " | | | \\“ ‘ |
| |

0,0

(@) (b)

Fig. 6. diagrammi a scalino e orbite effettive

Nel primo caso (a) il punto fisso & un attrattaorel, secondo (b) € presente una dinamica caotica. In
basso sono mostrate le orbite effettive del sistema

Nelle Figure 7 sono mostrati alcuni sempksempi dell'uso di questi strumenti applicati
all'equazione alle differenzg ., = k[ (t= 0,1,2,...n ) con punto inizialex. La sua soluzione &
una funzione iterata (progressione geometricajspndente all'orbita discreta data ﬁét,xo) =
= ktxo. Questa mappa e crescente ggp 0 e k>1, decrescente negli altri casi e ha un solo punto
fisso x=0. Si hanno cosi orbite convergenti verso il puiged qualunque sia lo stato iniziale con-
siderato (vedi Figura 7a) oppure orbite diver gdat dal punto fisso (vedi Figura 7b). In entrambe
le figure nella parte superiore & mostrato il diagma a scalini, in mezzo il diagramma di fase e in
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Figura 7b. Mappe divergenti

quella inferiore I'orbita effettiva. Quando la mapp convergente, ldlacino di attrazione del punto
fisso & dato dall'intero asse reale; quando la ea&pgivergente, il bacino di attrazione del punto
fisso & dato da questo solo punto.

Negli esempi illustrati nelle Figure 7 si ensiderato un sistema dinamico discreto uni-
dimensionale dipendente da un parametrorgfgione k) e tale che la sua evoluzione dipende
qualitativamente dai valori assunti da quel parameéh questi casi € opportuno indicare le orbite
del sistema con la scrittur(t, k, %,) oppure f, (k, %) .

Lastabilita locale di una mappa in un intorno di un suo punto fisgd pud essere studiata
considerando il valore della sua derivata primaeti® alla variabile dinamica calcolata in quel
puntodf (t K, )g,)/ d* . Tale valore si dicautovalore della mappa relativamente a quel punto
fisso. La mappa (e qumdl il sistema dinamico cémaalescrive) stabilese l'autovalore € in modu-
lo minore di 1superstabilese I'autovalore € nullinstabilese I'autovalore € in modulo maggiore di
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1. Un punto fisso stabile costituisce aftrattore, uno instabile e invece uppulsore Se I'autovalo-
re € in modulo diverso da 1 il punto fisso si djperbolico. Se invece l'autovalore € in modulo u-
guale a 1, il punto fisso si diecen-iperbolicoe la sua stabilita deve essere discussa casager ¢

Un sistema dinamico unidimensionale disceetmn-lineare quando tale e la funzione iterata
che lo descrive rispetto alla variabile di statasiderata. Nei sistemi non-lineari dipendenti da un
parametro si presenta talvolta il fenomenomieiti di biforcazione, esistono cioé valori del para-
metro passando dai quali cambiano il humero efisdprieta dei punti fissi del sistema e di conse-
guenza la sua evoluzione (ovvero la forma dell@@ylsubisce una trasformazione qualitativa. Una
biforcazione puo avvenirgoltantose il punto fisso considerato & non-iperbolicddaalore di mo-
dulo 1). | punti di biforcazione vengono classifida ragione del modo in cui cambia il numero, la
disposizione, la forma e la stabilitd dei puntsifidella mappa che descrive il sistema. Nei sistemi
dinamici unidimensionali discreti vi sono quattijoi di punti di biforcazionenodo-sellatranscri-
tico e a forchetta(se l'autovalore € uguale a 1ilip (se l'autovalore € uguale a -1). | primi tre esi-
stono anche nei sistemi a tempo continuo, l'ultimplica la creazione o la distruzione di un'orbita
periodica di periodo doppio a partire da un'orbigaa. | punti fissi e le orbite periodiche di un si
stema dinamico espressi in funzione dei valoripggmetro sono rappresentati nel cosiddetto dia-
gramma di biforcazione, distinguendo graficamengeriti stabili da quelli instabili.

Unabiforcazione a nodo-sellgo di piegaturd si realizza quando, al variare del valore del pa-
rametro, due punti fissi (uno instabile, la sefldaltro stabile, il nodo) finiscono per collidezean-
nullarsi reciprocamente. Consideriamo ad esempiodppa parabolicaf (x) =x?+k. Perk<0
vi sono due punti fissi, uno stabi(ex =—J-k) e uno instabild x =+/~k]. Quandok =0 (biforca-

24

alpha

Fig. 8a. Biforcazione a nodo-sella

zione) vi & un solo punto fisso, non-iperbolico gdlla), prodotto dal collasso dei due punti diiequ
librio precedenti e che ne conserva le carattehistidi stabilitd. Sk >0 i due punti fissi scom-
paiono (vedi Figura 8a). Si noti che per mezzoadeiforcazione a nodeella € possibile descrive-
re il fenomeno del bloccaggio degli pneumatici diveicolo durante una frenata di emergenza. In-
fatti, la funzione che descrive l'aderenza di uneymatico ha un andamento di tipo quadratico:
guando si applica una coppia frenante alla ruoszav@ due equilibri di cui solo uno stabile; gli
equilibri si avvicinano all'aumentare della copfyienante fino a collidere e dare luogo a un equili-
brio di sella. Il valore di coppia frenante per auviene tale fenomeno é il massimo applicabile, ol
tre il quale entrambi gli equilibri scompaiono elmta tende a bloccarsi.

Unabiforcazione transcritica € quella nella quale, al variare del parametrdyasun cambia-
mento di stabilita dei punti d'equilibrio. Infatsia prima che dopo la biforcazione vi sono un punt
d'equilibrio stabile e uno instabile. Per un cerédore
critico del parametro i due punti coincidono e G- )
biano la stabilita. In tal modo il punto instabdeventa . ~
stabile e viceversa. Consideriamo ancora ad esenmmgio R 4 | N By

fix) fx)

mappa parabolica comé (x) = kx— ». Perk<0 vi &
un punto di equilibrio instabilexX=-k) e uno stabile in \ | \ |
x=0. Sek =0 i due punti di equilibrio collidono ridu- Fo 0 0
cendosi al solax=0, stabile a destra ed instabile a sini- Fig. 8b. Biforcazione transcritica
stra. E questo il valore in cui si hadcambio di stabilita
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tra i due punti. Se infind&k >0 vi & un punto di equilibrio instabile ik =0 e uno stabile inx = k
(vedi Figura 8b).

Unabiforcazione a forchettaha la particolarita di essere simmetrica, poideé@e prodotta da
mappe che sonfoinzioni dispari Vi sono due tipi di biforcazioni a forchetta, riwotliverse tra loro:

la supercritica e lasubcritica. Vediamo attraverso due

&) 9 ) semplici esempi. Consideriamo innanzitutto la mappa
cubicaf (x) = kx- ¥. Come si vede nella Figura 7c,
Seme e At guandok <0 si ha un solo punto fisso stabile per 0.

Per k=0 si ha ancora lo stesso punto di equilibrio sta-
bile. Quando invecd& >0 appaiono due nuovi punti fis-
k<o k=0 k>0 si stabili perxzi\/E, mentre il puntox=0 diventa in-
stabile (vedi Figura 8c). Dal diagramma di bif@icae

si pud osservare la rottura della simmetria deltopa,
causata dal passaggio del parametro per il suoevalt

tico (si veda ad esempio I'animaziohétp://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/AZym
bif.qgif).

Consideriamo ora invece la mappa cutﬁiéa) = kx+ X. Osservando la Figura 8d si vede che
per k<0 vi sono tre punti di equilibrio: uno stabile
(x=0) e due instabilix=i\/E. Quando il parametro )
passa per il valore critick = 0 i tre punti fissi collidono [\
in un solo punto fisso instabilexE0). Quando infine f—
k >0, rimane questo punto fisso instabile (vedi Figura ‘
8d). Il diagramma di biforcazione & simmetrico &l N
della biforcazione supercritica (con i due ramirijdici E< £=0 £
instabili). Fig. 8d. Biforcazione subcritica

Unabiforcazioneflip (o diraddoppio del periodpé
quella che produce il passaggio da un'orbita pex@od un'altra di periodo doppio e quindi al rad-
doppio del numero di iterazioni necessarie perai@m® un punto gia visitato in precedenza. Si dice
cascata diraddoppiamenti del periodo una successione
di biforcazioni flip prodotte da una sequenza di valori
del parametro. Nei sistemi dinamici continui untoibi
cazioneflip &€ quella che fa apparire un ciclo limite di pe-
riodo doppio a partire da un ciclo limite preegisée Un
esempio importante di sistema dinamico che prasent

\ una cascata di biforcazioffip & data dalla cosiddetta
00 Y mappa logisticax,,; = kx, (1~ x,), di cui nelle Figure 6
MU B wEuREe sono gia state illustrate alcune caratteristicieei dia-
gramma di biforcazione € mostrato nella Figura 8e.

Fig. 8c. Biforcazione supercritica

)
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Fig. 8e. Biforcaziondip

Il problema dei tre corpi

Fino all'epoca disaac Newton(1642-1727) e alla legge di gravitazione universale lacde
zione dei moti dei pianeti e della Luna era di ttara puramente cinematico, invariabile nel tempo
e senza nessuna forza che vi intervenisse in foauaale. Newton era ben consapevole che la leg-
ge fondamentale del moto e i principi della dinaargonsentivano di scrivere senza difficolta un si-
stema di equazioni differenziali ordinarie in gradiodescrivere completamente il moto di tutti i
corpi conosciuti del sistema solare ma che il y@ablema era quello di trovare il modo di risolvere
tali equazioni. Egli vi riusci in modo soddisfacenton gli strumenti matematici a sua disposizione
(fondamentalmente gli sviluppi in serie di potenz®)ltanto nella situazione ideale in cui i corpi
gravitazionalmente interagenti sono soltanto dus, mssono comungue trascurare le forze dovute
ad altri corpi. Questo metodo funziona in modo meltale solo per i pianeti privi di grandi satellit
e quindi non riesce a spiegare neppure il motside#ma Terra-Luna.
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Fu probabilmente proprio in relazione a quésha difficoltd che Newton inizio a studiare fin
dai Principia (1687) versioni particolari del cosiddetimblema dei tre corpi. NellaProposizione
66 del | Libro e nei suoi 2€orollari Newton definisce il problema e comincia a studiainelle
Proposizioni 25 - 35 del Il Libro cerca di appliea risultati trovati al moto relativo della Lurea
della Terra sotto l'influenza (perturbazione) deleSLunar Theory. In particolare, utilizza un co-
rollario delle leggi del moto per trarre la condtue che gli effetti gravitazionali del Sole sone s
gnificativi solo quando le accelerazioni che eggaliaa alla Terra ed alla Luna sono diverse per di-
rezione o modulo e che quindi € la differenza traste due accelerazioni che deve essere conside-
rata come fattore perturbativo del moto della Luna

relativamente alla Terra. Newton presenta una w@ostr i e

zione grafica (scomposizione di vettori) per caicel Lo B o rtor 0K nats B8 B 0 L 28 B8

gli effetti perturbativi e riesce a ottenere uninat o G . ;f'\g’ffi%fﬁﬁ}iﬁ
piuttosto buona del loro valore e della loro disti ’ LT \ i 30 &
zione (vedi Figura 9). Dimostra anche che lo stesso L T
ragionamento potrebbe essere applicato a qualsiasi » G S va 2K,
porzione di materia sulla superficie della Terrticso e e s 14
posta all'attrazione del Sole o della Luna, ahes b gl Bop IO S o oD o o

pio la porzione di acqua oceanica sollevata daie m Fig. 9. Costruzione grafica di Newton
ree.

Newton sviluppo quindi una prima approssimaeidell'azione perturbativa del Sole nel corso
del mese lunare e cerco di legare questi effettugdeativi alle irregolarita note del moto dellariau
Il suo tentativo ebbe tuttavia poco successo ditér@lle grandi difficoltd matematiche incontrate
per ricavare effetti cinematici precisi, in parer @ metodo fondamentalmente geometrico utilizza-
to e in parte anche per la scarsa accuratezza lté misurazioni astronomiche del tempo. In ogni
caso, il tentativo di Newton ha il merito di avefidito correttamente il problema dei tre corpiie d
aver indicato la direzione da prendere per ristitvecosa che richiedera due secoli di sforzi (con
successi limitati) a matematici e astronomi.

Edmond Halley (1656-1742), matematico e astronomo inglese, utilizaieétodo di Newton
per calcolare l'orbita parabolica di alcune coneeteel 1682 ne osservo una (che oggi porta il suo
nome) le cui caratteristiche erano simili a qudlleomete gia osservate in precedenza (1378, 1456,
1537, 1607). Halley calcolo un'orbita ellittica ppresta cometa, tenendo conto delle piccole per-
turbazioni che Giove e Saturno esercitavano s$sh egni volta che tornava nel sistema solare in-
terno, e predisse il suo ritorno al perielio petaregprile del 1759 con una approssimazione in piu o
meno di un mese. La cometa riapparve nel dicembir@ 768 e raggiunse il perielio a meta marzo
dell'anno seguente, confermando in pieno i caltidfalley e la teoria su essi si fondavano.

Dopo la morte di Newton e fino a meta del K\gecolo lo sviluppo della meccanica e della
meccanica applicata all'astronomia fu opera pradoignte dello svizzerd_eonhard Euler
(17071783), uno dei piu grandi matematici di tutti i f@roltre che fisico, e dei francealexis C.
Clairaut (1713-1765) eJean-Baptiste Le Rond d'Alembert(1717#1783 ), quest'ultimo anch'egli
grandissimo matematico e fisico ma anche filostgorico della musica e coeditore defityclopé-
die. Gran parte degli sviluppi matematici da essi agpioalla astronomia & di carattere algebrico,
legato alla enorme e faticosa massa di calcolindlisi infinitesimale e di trigonometria necessari
per risolvere le equazioni differenziali del mold.interessante osservare che intorno al 1740 fu ri
tenuto possibile sottoporre la legge di gravitagioniversale a un test rigoroso proprio utilizzando
le nuove e piu accurate misure astronomiche e eheymlche tempo la scoperta di Newton fu po-
sta seriamente in dubbio. Ma fu proprio Clairantpino alla meta del secolo, a dimostrare che le
discrepanze vistose tra i calcoli relativi al mal'apogeo lunare (fondati sullainar Theorydi
Newton) e le osservazioni non erano dovute a difielta teoria ma all'eccessiva approssimazione
con cui fino ad allora erano stati svolti i calc@iAlembert sviluppo ulteriormente i calcoli diad
raut e i risultati ottenuti sancirono di fatto Lattazione della teoria di Newton nell'Europa conti
nentale. Va anche sottolineato che l'interesséop®riluppo dellaLunar Theoryera legato alla con-
vinzione che i suoi risultati avrebbero potuto esssilizzati per trovare un metodo efficace di-cal
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colo della longitudine geografica, che rimanevapublema cruciale per la navigazione oceanica,
allora in piena espansione. Sempre intorno allzandet secolo il termineProbléme des Trois
Corps' comincio ad essere usato comunemente nel lingoaggentifico, come riferiva d'Alembert
qualche anno piu tardi.

Euler, con la pubblicazione delle sue due or@rdedicate al moto lunare, € il primo a offrire
una soluzione periodica particolare del problemardecorpi e a formulare quello che sara chiama-
to da Poincaré pproblema ristrettadei tre corpi. In una memoria del 1772, premiathi Académie
de Paris Euler prende in considerazione il caso in ctgidorpi vengano allineati su una linea retta
e la massa di uno di essi sia considerata trastr8wmpo aver impostato le equazioni differenziali
del problema considerando come incognite le distaeziproche tra i corpi, riesce a dimostrare che
il rapporto tra tali distanze resta costante e sfadin‘equazione di quinto grado. In questo modo &
possibile risolvere il problema mostrando che daeocdrpi percorrono delle orbite periodiche di
forma conica con fuoco nel terzo corpo.

Un'ulteriore conferma della teoria della gt@ione venne dalle misure sulla lunghezza dell'ar
co di longitudine terrestre effettuate nel 1736Rderre-Louis M. de Maupertuis (1698-1759)
matematico, fisico e astronomo francese, che cawfeano che la forma del pianeta é sferoidale
schiacciata ai poli come aveva previsto Newton, &eva attribuito all'attrazione gravitazionale
non uniforme del Sole sulla superficie terrestfelomeno di precessione dell'asse di rotazione del
pianeta.

Nel 1730 I'astronomo ingledames Bradley(1693-1762) aveva notato che sul moto di preces-
sione dell'asse di rotazione della Terra si sowappa un piccolo effetton(itaziong dovuto al mo-
to del perielio della Luna. Il periodo di questde#tb € di 18,6 anni a Bradley aspetto tutto questo
tempo prima di rendere nota la sua scoperta. Imatedente dopo, d'Alembert dimostro che I'ef-
fetto di nutazione € una diretta conseguenza tiige dell'inverso del quadrato caratteristicaadell
forza gravitazionale e qualche anno piu tardivibla di Eulersulla meccanica dei corpi rigidi chia-
rira completamente la questione.

A meta del XVIII secolo i principali problenaistronomici in relazione alla teoria newtoniana
erano costituiti dalle irregolarita del moto ddliana e di Giove e Saturno e dell'influenza di quest
ultimi sull'orbita di Marte. Euler si occupo ripéamente del problema ma senza raggiungere risul-
tati definitivi. Nel 1769 il francese Charldsessier (1730-1817)scopre la prima cometa dotata di
un'orbita ellittica ben distinguibile da una parédm e subito dopo lo svedegenders J. Lexell
(1740-1784) dimostra che quell'orbita cosi particolastag@a prodotta dalle perturbazioni esercitate
da Giove. La cometa non riapparve mai piu e anterell dedusse che le perturbazioni di Giove
avevano spostato la cometa su un'orbita che laymrholto lontana dal Sole.

Nella seconda meta del XVIII secolo furone @ltri grandissimi matematici e astronomi, l'ita-
liano Joseph-Louis Lagrange(1736-1813) e il francesPierre-Simon de Laplace(1749-1827) a
gettare le basi di quella che lo stesso LaplacB§Léhiamdmeccanica celeste alla quale all'ini-
zio dell'Ottocento hanno lavorato alcuni tra i piportanti scienziati, tra i quali ricordiamo inrpa
ticolare i tedeschiCarl G. C. Jacobi e Carl F. Gauss e il franceseSiméon-Denis Poisson
(1781-1840). L'obiettivo di tutti era lo sviluppo di melice procedimenti rigorosi per risolvere ana-
liticamente o approssimativamente le equazionnagto di corpi sotto I'azione di forze gravitazio-
nali.

Lagrange si occupo dapprima del fenomenaadibliazione lunare (movimento apparente di
oscillazione relativamente alla Terra, simile algudei piatti di una bilancia intorno al punto di
equilibrio), condividendo con Euler il premio déléadémielLagrange si occupo anche dei moti dei
satelliti di Giove ma il suo contributo maggiord'stronomia venne dai suoi lavori sul problema
dei tra corpi. Egli considero un altro caso patéio® di questo problema, in cui i corpi occupano i
vertici di un triangolo equilatero che ruota atmiad suo centro di massa. Lagrange riusci a dimo-
strare l'esistenza di soluzioni periodiche nellalgucorpi percorrono orbite coniche con fuoco nel
loro centro di massa. Egli inoltre stabili I'esista di cinque punti di equilibrio, chiamati gmiinti
Lagrangeani che corrispondono a posizioni in cui le forzerdagsul terzo corpo (supposto di mas-
sa trascurabile) si compensano. Lagrange non vidéedlee questa configurazione si applicasse al si-
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stema solare ma nel 1908 la scoperta del gruppstdioidi cosiddetfTroiani rilevo la presenza di
guesti punti nel sistema gravitazionale di Giove.

E' stato anche Lagrange a sviluppare il neettella variazione delle costanti (gia utilizzae d
Euler) per affrontare il problema delle piccoletpdvazioni e a introdurre il metodo di sviluppage |
equazioni che descrivono le orbite dei pianetianesdi potenze delle loro masse (estremamente
piccole rispetto a quella del Sole), con coeffitielipendenti dal tempo, di natura essenzialmente
trigonometrica ricavabili con opportuni metodi giprossimazione dalle equazioni del moto. Va sot-
tolineato che non é stato mai dimostrato rigorosaenehe queste serie fossero convergenti, anche
se la grande maggioranza degli astronomi ne edugasente convinta.

Nel 1781 I'astronomo ingle®dlliam F. Herschel (1738-1822) scopri un nuovo pianeta del si-
stema solare, dotato di un‘orbita pressoché cie@an cui fu in seguito dato il nome di Urano. Ma
gia nel 1766 il tedescdohann. D. (Titius) Tietz (1729-1796) e poi nel 1772 il connazionale-
hann E. Bode(17471826) avevano notato che le distanze dei sei pian8tdal Sole, espresse in
termini di unita astronomiche (la distanza mediard&ole) formavano una successione molto re-
golare (egge di Titius-Bodea cui mancava un termine, corrispondente a usupte pianeta collo-
cato tra Marte e Giove. La distanza media calcalatdrano corrispondeva abbastanza bene al ter-
mine della successione posto dopo Saturno e qtexstcsi che iniziasse una vera e propria gara a-
stronomica alla ricerca del pianeta ancora scontusci

All'inizio del 1801 l'astronomo italianGiuseppe Piazzi{1746-1826) scopri un oggetto brillan-
te che si muoveva contro lo sfondo di stelle. Limprosservazione lo portd a ipotizzare che si trat-
tasse di una stella fissa, non riportata dai cghald\Nei giorni seguenti, notd che il corpo celeste
non si trovava piu nella posizione iniziale e stgpehe si trattasse di un pianeta. Le successive o
servazioni lo convinsero che il nuovo astro eraatboti moto proprio e poteva quindi essere un
nuovo membro del sistema solare. PrudentementeziRianuncio solo di avere scoperto una co-
meta ma fu in grado di osservare il sospetto pia(eii aveva nel frattempo dato il nomeGtires
Ferdinandeain onore del Re di Sicilia) e tracciarne gli gamsenti soltanto per un paio di mesi,
prima che esso sparisse dietro il bagliore del.Sdt®ini mesi dopo, quando Cerere sarebbe dovuto
riapparire, Piazzi non riusci a localizzarlo: dfusnenti matematici del tempo non erano in grado di
ricavarne la posizione con a disposizione soldiirétativi a un arco di orbita corrispondente a me
no dell'1% dell'orbita totale.

Il matematico e fisico tedesdo C. Friedrich Gauss(1777#1865), che aveva 24 anni a quel
tempo, venne a sapere del problema della comei@netp scomparso e se ne interesso, impegnan-
dosi a trovare una soluzione. Dopo tre mesi di davoro, predisse la posizione di Cerere nel di-
cembre 1801 - appena un anno dopo il suo primasgumento - con un errore di solo mezzo grado,
confermando con questo anche la natura planetalfagtietto. Cerere fu ritrovato d&anz X.
von Zach (1754-1832) il 31 dicembre 1801 all'Osservatorio di Gothan giorno dopo anche da
Heinrich W. Olbers (1758-1840) nella citta di Brema. Il calcolo della suatdhza dal Sole lo col-
locava esattamente nel posto previsto dadigge di Titius-BodeOlbers € oggi soprattutto noto per
il cosiddettoparadosso di Olbergformulato nel 1823 e poi nel 1826), ovvero lastatazione che
I'oscurita del cielo notturno € in contraddiziomm® ¢a convinzione che l'universo sia infinito, eter
e sempre uguale a sé stesso.

Il successo ottenuto da Gauss lo rese notottio il mondo scientifico europeo. Il metodo che
aveva inventato consisteva nel determinare unamsezionica nello spazio, dati un fuoco (il Sole),
I'intersezione del cono con tre rette (le linedadsfjuardo dalla Terra, che si sta essa stessa muo-
vendo su un'ellisse, al pianeta) e il tempo chddggla Terra per attraversare gli archi formati da
queste rette (la cui lunghezza puo essere calcgtatae alla seconda legge di Keplero). Il calcolo
matematico porta ad un'equazione di ottavo graidoyiduina soluzione, l'orbita della Terra, € nota.
Per determinare la soluzione corrispondente alt@orth Cerere Gauss dovette utilizzare intensa-
mente i metodi di approssimazione, sviluppandoligoeti nella sua epoca e dando loro una base
matematica piu solida nell'ambito della teoria@elobabilita sviluppata da Laplace. Il successo ot
tenuto con Cerere spinse Gauss a interessarsitadegh asteroidi perturbati da grandi pianeti. Le
sue scoperte furono pubblicate solo nel 18D8efria motus corporum coelestium in sectionibus
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conicis solem ambientynguando fu in grado di dimostrare la correttedeasuoi calcoli assumen-
do che gli errori dovuti ai procedimenti di appliosgzione e di ottimizzazione fossero distribuiti
normalmente. In quello stesso lavoro Gauss dichgada aver utilizzato il metodo dei minimi qua-
drati fin dal 1794. Vale la pena di notare che 108 l'idea di stimare gli errori di misura con la
tecnica dei minimi quadrati era stata avanzatgpemtientemente dal matematico ameridaobert
Adrain (1775-1843) mentre si occupava di analisi di dati cadbgr.

Negli anni tra il 1799 e il 1825 Laplace plitd la sua monumentalécanique Célesti 5
volumi, in cui raccoglie, organizza ed estendesiltati scientifici di tutti i suoi predecessotiat
sformando lo studio di carattere geometrico (dgiog Newtoniana) della meccanica in un altro
fondato sul calcolo differenziale. Formuld ancimotesi di una origine nebulare del sistema solare,
probabilmente ignorando che un'idea analoga eratgia avanzata nel 1734 dallo scienziato e filo-
sofo svedesdemanuel Swedenborg(1688-1772) e sviluppata nel 1755 demmanuel Kant
(1724-1804). In particolare Laplace si occupa delle zwiai orbitali mostrate da Giove e Saturno
e delle quali né Euler né Lagrange erano riusaigrire a capo completamente. Egli estende il cal-
colo delle orbite dei pianeti fino a comprendeterimini cubici degli sviluppi in serie e dimostra
che, a causa delle mutue perturbazioni gravita#iongianeti non si muovono su orbite ellittiche
fisse e geometricamente perfette, come pendaivannes Keplere come aveva dimostrato Newton
risolvendo il problema dell'interazione gravitaatndi due soli corpi. Tuttavia, queste orbite va-
riabili possono essere predette con notevole poagie, poiché le approssimazioni adottate sono di
gran lunga inferiori all'accuratezza delle misusg@omiche che potevano essere eseguite alla fine
del '700, Laplacae trasse la convinzione che esse siano sostaentdrmsignificanti. La legge di
Newton & quindi in grado di descrivere tutti i moeinti dei pianeti e la stabilitd del sistema soare
assicurata. Non c'é dunque bisogno di alcun intgéovesterno per garantirla e mantenerla nel tem-
po, come aveva pensato Newton di fronte alla diffic di risolvere esattamente le equazioni del
moto dellintero sistema. Racconta l'astronomocieaeHervé Faye(1814-1902) che nel 1796 La-
place aveva voluto presentare personalmente a dapmlBonaparte la prima edizione della sua
Exposition du Systéme du mormdehe il generale gli aveva rivolto I'obiezione:

«Newton ha parlato di Dio nei suoi libri. lo ho ssoril vostro e non ho trovato questo
nome neppure una volta’®

Laplace avrebbe risposto:
«Cittadino Primo Console, io non ho avuto bisognguiésta ipotesh.”

Laplace si occupo intensamente di analighitgsimale, in particolare di metodi risolutivilbe
equazioni differenziali e delle equazioni alle éiffnze finite, pensando soprattutto all'utilizzagio
in fisica di ogni huovo strumento concettuale oéragivo. A lui si deve l'introduzione delle armo-
niche sferiche, della trasformata di Laplace, didi un potenziale scalare per descrivere le forze
conservative e il primo tentativo di dare fondaroeatsistemazione matematica alla teoria delle
probabilitd Théorie analytique des probabilitiéEssai philosophique sur les probabilité$812),
con la scoperta di molti importanti risultati nalngpo della statistica (ricordiamo soltantteibrema
del limite centralee la trattazione rigorosa del cosiddetto metodardgieimi quadrati, gia utilizzato
all'inizio del secolo da Legendre e da Gauss).

Nel corso del XIX secolo gli strumenti astrononscie tecniche osservative migliorarono no-
tevolmente e questo consenti di raffinare i ddditing alle orbite dei corpi del sistema solare.dfm
sero cosi huove discrepanze tra i moti reali erdwigioni della meccanica celeste, concentrate so-
prattutto sulle irregolarita del moto della LunalieUrano, che dopo solo cinquant'anni dalla sua
scoperta si era gia significativamente allontarfaf) dall'orbita calcolata. Il lavoro di carattaee
orico sul problema dei tre corpi comincio a diffezrsi seguendo due linee distinte: una (la mec-
canica celeste) prevedeva lo sviluppo di metodagfrossimazione di complessita matematica
sempre piu grande per descrivere i moti realitrdlafla meccanica analitica o razionale) cercava
strumenti sofisticati per lavorare sulle equazidei moto in modo da renderne possibile l'integra-
zione. Contemporaneamente, la teoria delle perziohae i metodi di variazione delle costanti
continuavano ad essere ampiamente utilizzati neblcadelle orbite dei corpi celesti.
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L'utilizzazione del metodo delle serie infnper esprimere le equazioni orbitali segna uni@ ne
distinzione tra I'approccio matematico e quellao@sbmico al problema dei tre corpi. In particola-
re, mentre gli astronomi considerano convergenge sarie i cui termini decrescono rapidamente
senza considerare pero il loro comportamento altreeterminato grado di approssimazione, per i
matematici una serie converge solo se e possibiedtirarlo rigorosamente. La ricerca di serie
convergenti e alla base di molti lavori condotti@laarles-EugeneDelaunay (1816-1872), dalo-
han A. H. Gyldén (1841-1896) é\nders Lindstedt (1854-1939). Quest'ultimo in particolare riu-
scira, a partire dalle equazioni stabilite da Lageanel 1772, a esprimere le coordinare dei trgi cor
attraverso serie trigonometriche in cui il temponpare solo all‘interno di termini periodici, facen-
do cosi apparentemente scomparire il problema mizstoosiddetti termini secolari (dipendenti dal
tempo ma non periodici) degli sviluppi. Tuttavi@nostante la grande utilita pratica di questo fisul
tato, sara Poincaré a dimostrare all'inizio del &@nto la non convergenza delle serie trigopnome-
triche di Lindstedt.

Nella prima meta dell'Ottocento il matematiedescd<arl G. J. Jacobi (1801-1851) estese |l
lavoro di Lagrange sul problema dei tre corpi, celodo ulteriormente il numero delle equazioni
necessarie a descrivere il sistema e individuaiacb integrale primo del moto nel problema dei
tre corpi ristretto (che ha preso il suo nome) @ @nsente di stabilire le aree dello spazio defie
accessibili ai corpi in moto. Altri contributi impanti vennero dai lavori dVilliam R. Hamilton
(1805-1865) eJoseph Liouville (1809-1882), relativi sia alla meccanica analitica chealtolo
delle perturbazioni nei moti planetari. Contempeamente diversi scienziati, tra i quali i francesi
Alexis Bouvard (1767+1843),Delaunay e Urbain Le Verrier (1811+1877) e il tedescbriedrich
W. Bessel(1784-1846), avanzarono indipendentemente l'idea chedgdlarita orbitali di Urano
fossero dovuti all'influenza di un altro pianetatfavo) ancora piu lontano dal Sole. Nel giugnb de
1846 Le Verrier riusci a calcolare l'orbita su auiebbe dovuto muoversi il nuovo pianeta e alla fi-
ne di settembre dello stesso anno questo fu scoptastronomo tedescibhann G. Galle
(1812-1910). La soddisfazione personale di Le Verrieinfyparte incrinata quando diversi astro-
nomi inglesi rivendicarono a uno di lordghn C. Adams(1819-1892) dell'Universita di Cambri-
dge, il merito di aver svolto gli stessi calcoli anno prima, pur riconoscendo di aver cominciato
con grande ritardo i tentativi di osservare il no@orpo celeste e di aver anche commesso qualche
errore tecnico.

In realta sia Le Verrier che Adams furonoualato fortunati poiché le orbite del nuovo pianeta
(Nettuno) che essi avevano calcolato erano inaeklterse tra loro e molto approssimative, ma so-
stanzialmente coincidevano proprio nell'anno detiaperta.

Tra il 1847 e il 1867 Delaunay produsse umpaoso studio sullaunar Theory trattando il moto
del satellite nell'ambito di un problema ristredt@ tre corpi sviluppato con grande accuratezaa e r
solto in forma di sviluppi in serie infinite, il cunico limite era la convergenza estremamentelent
Tra le sue previsioni e il moto reale vi erano aaatiscrepanze e Delaunay suggeri che esse fosse-
ro dovute a un rallentamento del moto di rotazidakla Terra dovuto alle forze d'attrito prodotte
dalle maree. Questa spiegazione & ancora ritepurtgtia.

Nel 1859 Le Verrier utilizzo i suoi metodi pertutivéper studiare l'orbita di Mercurio e scopri
che vi era una discrepanza di 38" per secolo tmaotb del perielio calcolato e quello osservato, ri
tenendo che la causa di questa differenza fosseranm pianeta o un anello di polveri interno
all'orbita di Mercurio, inosservabile perché tropgicino al Sole. L'astronomo canadeSiEnon
Newcomb (1835-1909) trovo qualche anno dopo che la differenzareraalta di 43" per secolo.
Ogni ricerca del nuovo pianeta fu vano e nel 188@&ncese~elix Tisserand(1845-1896) conclu-
se che esso non esisteva effettivamente. Newcopynsa che la discrepanza tra i calcoli e le os-
servazioni potesse essere attribuita a una miraswtezione da apportare alla legge dell'inverso
del quadrato, rimettendo cosi in discussione ldaath Newton dopo oltre due secoli di successi.

Nel 1878 il matematico e astronomo americ&eorge W. Hill (1838-1914) pubblico una
nuova versione dellaunar Theoryutilizzando metodi perturbativi applicati al matotutti i corpi
coinvolti. Alla base dei suoi risultati vi era unavo approccio al problema dei tre corpi grazie al
quale si otteneva una nuova classe di soluziomogiehe, le prime dopo quelle trovate da Lagran-
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ge. Importante merito di Hill € di aver dimostrddostabilita dell'orbita lunare attorno alla Terra,
riuscendo a fissare per via analitica un limiteesigre del raggio Terra-Luna. Hill ha anche intro-
dotto la cosiddettafera di Hill per approssimare il campo gravitazionale di urpeasottoposto
all'attrazione di un corpo di massa maggiore irg@rcui orbita (vedi Figure 10).

(a)
Fig. 10. Sfere di Hill e punti di Lagrange (a)ieeLuna (b) Sole-Terra

Nel 1887 il matematico tededemst H. Bruns (1848-1919) dimostro che nel problema dei tre
corpi non poteva esservi alcun altro integrale prael moto oltre ai 10 fondamentali della mecca-
nica (posizione e velocita del baricentro, momemtgolare ed energia del sistema). Nel 1889 Poin-
caré dimostro che nel problema ristretto vi eraoio integrale primo (Idacobiang e I'anno suc-
cessivo ottenne il cosiddetto teorema di ricorrefiza il 1892 e il 1899 pubblico i tre volumi de
Les méthodes nouvelle de la mécanique cethste discusse la convergenza delle serie utilizzate
per rappresentare le soluzioni trovate fino adrall® dimostrdo che nessuna di esse era uniforme-
mente convergente. Con questo, la stabilitd dedreis solare che Lagrange e Laplace pensavano di
avere garantito tornava a essere messa in dubbio.

La scoperta del caos (Poincare)

Il comportamento caotico che puo insorgere neesistlinamici e alcune delle sue manife-
stazioni e proprieta fondamentali sono stati déseriindagati gia negli ultimi anni dell'Ottocento
daJ. Henry Poincaré (1854-1912). Partendo dalla sua tesi di dottorato (ravalto studio dei punti
singolari nei sistemi di equazioni differenzialiggli anni 1881-82 e fino al 1890 Poincaré dedico
una serie di lavofiall'analisi delle proprieta geometriche delle fgiiei di soluzioni di tali equazio-
ni, creando un nuovo settore della matematicapdéddettateoria qualitativa delle equazioni diffe-
renziali. Poincaré ha trovato molti risultati importantg tefinito molti metodi di lavoro e soprat-
tutto ha individuato i temi principali della teorii sistemi dinamici: stabilita, periodicita eate
renza delle soluzioni. Grazie agli strumenti casiadotti € diventato possibile ricavare le informa
zioni fondamentali sulle proprieta delle soluzidniun'equazione differenziale senza doverla risol-
vere esplicitamente (cosa per altro non sempreilpledsIn particolare, Poincaré ha investigato la
natura delle traiettorie evolutive nello spazioleléhsi di tali equazioni, classificandone i pusiti-
golari, introducendo il concetto diclo limite e mostrando che il numero di questi ultimi e (duas
sempre finito. Egli inoltre ha introdotto la novitancettuale di considerare le traiettorie come fun
zioni delle condizioni iniziali piuttosto che denpo. Poincaré sviluppd anche una teoria generale
degli invarianti e delle soluzioni delle equazigariazionali, creando in particolare per le equaizio
alle differenze finite nuovi strumenti di analiglcomportamento asintotico delle soluzioni.

Molti anni piu tardi (1908) Poincaré ricasta le proprie motivazioni in un intervento ddobti
lo "L'Avenir des Mathématiqueal IV Congresso Internazionale dei Matematiciuteisi a Roma.
Poincaré era ammalato e il suo intervento fu l&ti@aston Darboux (1842-1917), che sarebbe stato
il suo biografo. Nel testo si puo leggere traralt
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«Nel passato si considerava che un'equazione fdate rssolta solo quando la sua solu-
zione avesse potuto essere espressa in termini guonero finito di funzioni note; ma que-
sto é realmente possibile forse solo una voltassua Quello che invece possiamo sempre
fare, o almeno cercare di fare, e di risolverenbplema per cosi dire qualitativo, cioé cer-
care di determinare la forma generale della curte cappresenta la soluzione incognita.
Rimane il problema di trovare la soluzione quariita. Ma se quest'ultima non puo essere
determinata attraverso un calcolo finito, si pudngEe rappresentarla con una serie infini-
ta convergente che ci consente di calcolarne inaf@uesto procedimento pud essere con-
siderato come una vera soluzione?

Si dice che Newton abbia comunicato a Leibniz Estoperta di un nuovo calcolo con un
anagramma.® che Leibniz non fu in grado di decifrare. Ma nonosciamo la chiave e
sappiamo che lI'anagramma, tradotto in linguaggiodermo, significa: io so come integra-
re tutte le equazioni differenziali. Questo ci seiggce che o Newton era molto fortunato
oppure aveva grandi illusioni. Egli in realta potegoltanto costruire una serie di potenze
(con il metodo dei coefficienti indeterminati) cf@malmente soddisfaceva I'equazione
considerata. Ma questa soluzione oggi non ci sdeidibbe per due ragioni: perché la
convergenza di una tale serie € troppo lenta elpgeisuoi termini si succedono I'un l'altro
senza obbedire a una legge generale. ... Ma altlama vi sono pit problemi che sono stati
risolti e altri che non lo sono stati; vi sono soito problemi che sono stati piu 0 meno ri-
solti, a seconda che le serie convergano piu o nmepiamente oppure che i loro termini
siano governati da una legge piu 0 meno armonidsézolta accade che la serie converga
tanto lentamente che i calcoli diventano impratitiad il solo successo ottenuto é l'aver
dimostrato che il problema puo essere affrontatt.ifgegneri trovano questo ridicolo e
ne hanno buone ragioni».’

Questo approccio di carattere geometrico fu uii@azda Poincaré a partire dal 1885 per studia-
re diversi problemi di fisica-matematica e in paotare ilproblema dei tre corpi. | tentativi di tro-
vare le soluzioni generali del moto di piu di duept interagenti gravitazionalmente (ad esempi, i
moti dei pianeti del sistema solare) erano risiNiai fin dall'epoca di Newton e alla fine delt®t
cento esso costituiva una delle sfide scientifishieimportant?. Nel 1887 il re Oscar Il di Svezia,
sollecitato da alcune grandi personalita sciettifjcaveva deciso di festeggiare il proprio sessante
simo compleanno offrendo un premio per la soluzidineno (o piu) tra quattro problemi di mate-
matica, tra i quali il seguente:

«Dato un sistema di un numero arbitrario di massentjfiarmi che si attraggono I'un
l'altra in accordo alla legge dell'inverso del quesdo di Newton, con l'ipotesi che non vi
siano masse che collidono, si cerchi di trovare wappresentazione delle coordinate di
ogni massa come una serie in una variabile, cheisafunzione nota del tempo e che per
tutti i suoi valori converga uniformemente. Qugstoblema, la cui soluzione estenderebbe
in modo considerevole la nostra comprensione d#trma solare, sembra risolvibile uti-
lizzando i metodi analitici di cui attualmente disgamo; ... Nel caso che il problema ri-
manga senza soluzione al termine della competizibpeemio potra essere assegnato a
un lavoro nel quale qualche altro problema delladda&nica venga trattato secondo la me-
todologia indicata e sia risolto completamente.

Gli altri problemi proposti riguardavano questiomdlto specialistiche: la generalizzazione di Fuchs
delle funzioni ultraellittiche, le funzioni deftel per mezzo di un'equazione differenziale delrl® o
dine, le relazioni algebriche tra due funzioni fsieime aventi un gruppo in comune.

Poincaré partecipo al premio con un lungmia® che affrontava una versione semplificata
(ristretta) del problema dei tre corpi (la massa di dueicdmpolto piccola rispetto a quella del ter-
Zo, si trascura la massa di uno dei corpi piccali prende la massa dell'altro come parametro del
sistema, i due corpi maggiori si muovono su orbiteolari intorno al loro centro di gravita), adatt
tuttavia a modellare il sistema solare, cercandmhezioni periodiche. Un esempio di possibili so-
luzioni era gia stato fornito daeorge W. Hill nel 1878" (vedi le Figure 10 e I'animazione nel sito
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web: http://www.scholarpedia.org/article/File:3body plerb_figure6.qij e nel 1883 Poinca-
ré aveva dimostrato che di traiettorie evolutivéangpazio delle fasi corrispondenti a tali soludio
ne esisteva un insieme continuo. Ora riteneva wrgbmostrare che tutte le traiettorie periodiehe
quasi-periodiche erano stabili, nel senso chebéechiuse nello spazio delle fasi per il corpo pi
piccolo lo riportavano in ogni caso vicino a s@ifi occupati in precedenza, anche se esso poteva
allontanarsi arbitrariamente da tali stati.

Benché non avesse effettivamente risoltarabjema proposto, Poincaré risultd vincitore del
premio perché a giudizio della giuria (Karl Weieass, Charles Hermite e Gosta Mittag-Leffler):

«Questo lavoro non si puo proprio considerare laugane completa del problema propo-
sto, tuttavia e di una tale importanza che la sualgicazione inaugurera una nuova era
nella storia della meccanica celesté.

In sede di revisione del lavoro per la pubblicagienPoincaré venne segnalata la presenza di un
errore grave con ancora piu gravi conseguenze.rihigecguasi-periodiche che aveva trovato non
erano infatti sempre stabili poiché gli sviluppidarie di potenze che le descrivevano non conver-
gevano uniformemente. Il loro comportamento asicdaton tendeva quindi a riportarle verso stati
gia occupati in precedenza poiché piccole variaznmile condizioni iniziali potevano produrre
grandi e non esattamente determinabili cambiamezite traiettorie risultanti. La comprensione
dell'errore e la sua correzione presero a Poirgqueiéi un anno di tempo, con grave imbarazzo suo e
della stessa giuria del premio. Quando il lavordirfialmente pubblicato nel 1890, esso conteneva
un'analisi completamente diversa, che individuavadtura particolare delle serie di potenze utiliz-
zate e mostrava come il comportamento delle toaietcorrispondenti fosse instabile ed estrema-
mente complicato (vedi Figure 11). A queste traiéttPoincaré ha dato il nome sbluzioni dop-
piamente asintotiched orbite omocling®. Egli trovo che la loro proprieta fondamentale eraah

Fig. 11. Diagramma di fase e mappa di Poincatéirbita 3-periodica
(si veda anche I'animaziongtp://upload.wikimedia.org/wikipedia/hu/1/13/Po@me_map.qgif

essere isolate: quando un sistema dinamico possie@draiettoria omoclina in ogni intorno dei
punti di quest'ultima sono presenti infinite alir@ettorie, anch'esse omocline, che presentane com
portamenti asintotici completamente diversi tralerquesta proprieta si estende a tutte quesée altr
traiettorie. Di conseguenza, il sistema manifestaema instabilita rispetto alle proprie condizion
iniziali. Poincaré rimane sbalordito. Con le swesse parole:

«Quando si cerca di descrivere la figura formatagigeste due curve e le loro infinite in-
tersezioni, ciascuna delle quali corrisponde a sp&uzione doppiamente asintotica, queste
intersezioni formano una sorta di rete, una ragtate una griglia con maglie infinitamen-
te strette. Si rimane talmente colpiti dalla consglitd di questa figura che non ho neppure
tentato di disegnarla. Niente altro & piu adattoemdere l'idea di quanto sia complesso |l
problema dei tre corpi e ogni problema della dineanin generale:*°

La scoperta fatta da Poincaré costituivautetgtica novita per gli studi di meccanica e diast
nomia ma gli costd un caro prezzo: dovette infadijjare di tasca sua la ristampa del lavoro, con
una spesa che superava ampiamente il premio Vimdtice, qualche anno piu tardi dalla sua abita-
zione venne rubata la medaglia ricevuta da re Oscar
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Negli anni successivi Poincaré dedico unadepaotevole della sua produzione scientifica allo
sviluppo degli strumenti matematici che aveva idttto per lo studio delle equazioni differenziali.
Nasceva cosi quella disciplina cui diede il nomAmklisys situ$® e che pil tardi diventera tapo-
logia (algebrica). Gran parte della sua fama € pero legjietgpubblicazione delle lezioni tenute alla
Sorbona sullaneccanica celest& insieme a quasi un centinaio di articoli, nei girttoduce me-
todi matematici rigorosi abbandonando del tutttetmiche di calcolo semiempiriche che domina-
vano alla fine dell'Ottocento. Il risultato teoripiu significativo di questi studi & rappresentdatia
dimostrazione, ottenuta generalizzando un risulfattienuto nel 1887 dal matematico e astronomo
tedescdErnst H. Bruns (1848-1919), che il problema dei tre cormn eintegrabile ovvero che la
sua soluzione generale non puo essere espressaagrhiguita in termini di funzioni algebriche e
trascendenti delle coordinate e delle quantitaationdei corpi.

Poincaré é anche l'iniziatore degli studiasstabilita dei sistemi dinamici, ovvero di quella
proprieta locale che descrive la sensibilita digedtemi alle piccole perturbazioni. | risultatinmi-
pali da lui ottenuti sono due: innanzitutto, neBQgil cosiddettdeorema di ricorrenzgun sistema
dinamico hamiltoniano dotato di uno spazio dellsi famitato puo trovarsi nella sua evoluzione
temporale in uno stato arbitrariamente vicino alqueiziale dopo un tempo sufficientemente lun-
go). Questo risultato sembra contraddire il secqrdwipio della termodinamica: tuttavia, bisogna
considerare che iempo di ricorrenzguod essere talmente grande da rendere vano cpildésitati-
vo di verifica sperimentale. In effetti giaudwig E. Boltzmann (1844-1906), rispondendo alle cri-
tiche diErnst Zermelo (1871-1953) sull'apparente contraddizione tra aeica e termodinamica,
stimd che per un sistema Hix (numero di Avogadipparticelle il tempo di ricorrenza € circa
el secondi, ben maggiore dell'eta dell'Universo. limatdi Boltzmann é stata poi dimostrata ri-
gorosamente utilizzando la cosiddefrmuladi Kac'® (che consente il calcolo del numero medio
di radici reali di un polinomio a coefficienti casi).

Il secondo risultato importante, ottenuto h8P2, é dato dal cosiddetteorema di Poincaré-
Bendixson(un'equazione differenziale definita su una varietale 2-dimensio- nale, sotto condi-
zioni molto ampie, in ogni regione del dominio dowan vi sono punti di equilibrio possiede un'or-
bita periodica; nel caso in cui nella regione aisiero dei punti di equilibrio, in essa I'equazipné
possedere un numero finito di orbite periodiche dme o di traiettorie che connettono punti di
equilibrio). Il teorema consente un'analisi comgpldel comportamento asintotico delle traiettorie
evolutive e ha altre conseguenze importanti cheerad piu avanti. Il teorema fu dimostrato solo in
parte da Poincard mentre il matematico svedelsar O. Bendixson (1861-1935) ne forni una di-
mostrazione completa nel 1951

Il significato profondo dell'esistenza dii¢ttorie instabili rispetto alle condizioni inizidgh un
sistema dinamico deterministico non fu colto né>dancaréné da altri matematici per un lungo pe-
riodo di tempo e fu considerato anzi un fenomencgimale. In parte cio e dovuto allo stesso Poin-
caré, che cerco di valorizzare il meno possibilgismltato ottenuto a partire da un suo errore. Ma
anche altri risultati di Poincaré in topologia efigsica-matematica furono trascurati. Anche in que-
sto caso una parte della responsabilita & probahbtknancora di Poincaré, il cui stile di scrittéra
spesso allusivo, privo di linearita e talvolta quasomprensibile. D'altronde, Poincaré non ha-avu
to studenti di dottorato e non ha quindi costitwit@ scuola scientifica: come ha affermato il mate-
matico francesé&mile Borel (18711956), € stato un conquistatore piuttosto che un colonrizza
tore».

Sul web é possibile trovare numerose aninmazigative al problema dei tre corpi, tra le quali
segnaliamo in particolare:

http://www.scholarpedia.org/article/File:3body plerh figure2.qif
http://www:upscale.utoronto.ca/Generallnterest/Idan/Flash/Chaos/ThreeBody/ThreeBody.html
http://tuvalu.santafe.edu/~moore/beautiful4.lodp.gi
https://www.youtube.com/watch?v=3fxYwo8wt9A&featamayer detailpage
https://www.youtube.com/watch?v=Ye8AxqndVYY&featamayer detailpage
https://www.youtube.com/watch?v=qlVe xEv6zQ&feattpkayer detailpage

Il problema dei tre corpi € stato infineoite in forma analitica dal matematico finlandé&ss|
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F. Sundman(1873-1949) con una serie di lavBrpubblicati tra il 1907 e il 1912 (anno della morte
di Poincaré). Molto tempo piu tardi, il problemangeale di un sistema dicorpi € stato risolto da
uno studente cines@iu-Dong Wang (1970), che ha trovatd una soluzione in forma di serie di
potenze convergente, trascurando soltanto le gittiazhe portano a delle singolarita (in particelar
collisioni tra i corpi). La dimostrazione di Wangstata contestata nel 1993 dal matematico russo
Levon K. Babadzanjanz che ha sostenutt aver ottenuto lo stesso risultato molto tempmaf®.

Va sottolineato che tutte queste soluziamiarigono insoddisfacenti dal punto di viptatico:
esse infatti si presentano in forma di serie itdiihe convergonmolto lentamente (di solito € ne-
cessario calcolare milioni di termini per prevedigr@oto dei corpi su brevi intervalli di tempo) e
quindi queste serie non sono utilizzabili nellediszioni numeriche a causa della crescita esponen-
ziale degli errori di arrotondamento. Il matematrameno-canadedéorin Diacu (1959), che ha
recentemente ricostruito il lavoro di Poincarémuablema dei tre corpi, scrive:

«The n-body problem - a bulwark against the flowirag, a reliable landmark on the map
of mathematics - has posed and continues to posehallenges. Almost untouched, mys-
terious as in the beginning, it has survived 30@rgef siege. It has kindled and witnessed
a few revolutions: the beginnings of calculus, wédligative methods, of relativity, of chaos;
tackled numerically, it has contributed to the labhrnof satellites and to the first human
step on the moon. Now it is disturbing the fundaaierof differential equations theory,
the structure on which a significant part of modsaorence and technology is based. Do we
have an answer to this last challengé?

Preistoria del caos

Per circa sessanta anni dopo Poincaré lo studiemadico dei sistemi dinamici si & sviluppato
seguendo un percorso lungo, tortuoso e non ricabitia un modello storico di crescita per accu-
mulazione®. In particolare, questo percorso non pud essdogtoi alla "storia" di una teoria mate-
matica (che potrebbe essere definita "teoria dgemsii dinamici" oppure "teoria qualitativa delle
equazioni differenziali") elaborata da molti matéigisaccademici ciascuno dei quali ha dato un suo
contributo. E' una storia invece che si dipanartddti assi scientifici, epistemologici, geografei
professionali. E' una storia punteggiata da satporali e da cambiamenti di metodologie e di
strumenti concettuali. E' una storia, infine, ch@éeolge e fa interagire matematici, fisici, ingegn
ri, biologi, economisti e molti altri e diversi sciziati, quasi sempre ciascuno nel proprio contesto
nel proprio itinerario di ricerca. Una caratteati tuttavia, emerge abbastanza chiaramente ed ¢ |l
costante ritorno, durante questi sessanta ankayaii e ai risultati scientifici di Poincaré, amche
talora in modo inconsapevole.

Poincaré non é stato pero il primo a notaggphrizione di aspetti complessi, di difficolta git-
tive e di dipendenza dalla storia passata nei femomaturali, anche in quelli apparentemente piu
semplici e di cui si conosce a fondo la descrizioatematica.

Nel 1806Siméon-Denis Poissolil781-1840), matematico, fisico e astronomo francesee-app
na diventato professore all'Ecole Polytechniques(istituzione di Fourier, che Napoleone aveva
mandato a Grenoble), mise in evideAzahe equazioni differenziali ordinarie molto seroplse
sottoposte a condizioni iniziali particolari ma norive di senso dal punto di vista della fisicag-av
vano ancheoluzioni singolari , ovvero soluzioni che si biforcano a partire da 8tesso stato ini-
zZiale, generando evoluzioni possibili diverse eralitive del sistema considerato. A quel tempo il
grande matematico (e ingegnef@)gustin-Louis Cauchy (1789-1857)non aveva ancora fornito
neppure la versione preliminare del suo teorenesidienza e unicita delle soluzioni delle equazio-
ni differenziali ordinarie, che arrivera solo ne34R. Poisson rilevo immediatamente che questa
scoperta costituiva un paradosso molto grave paigdtéeva in discussione il determinismo assolu-
to delle leggi fisiche descritta da equazioni difeziali. Ma non riusci a trovare soluzione mighior
di quella di affermare che il problema poteva essmamplicemente trascurato in considerazione
della limitatezza delle situazioni fisiche in c@ise si presentava e del fatto che I'espressioica fis
effettivadi ogni sistema fisico € incompatibile con l'esista di soluzioni singolari. Dunque, un‘at-
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tenta analisi fisica delle circostanze specificheghi problema considerato avrebbe dovuto portare
all'esclusione di tali soluzioni.

La questione delle soluzioni singolari e atall'origine di un dibattito che ha attraversaitthot
I'Ottocento, ruotando attorno alle questioni deedminismo, del libero arbitrio e delle loro rappre
sentazioni matematiche. Ad esempio, il fisico mateoo Joseph V. Boussinesl842-1929), che
ha dato importanti contributi allo sviluppo dellaiflodinamica, giunse alla conclusioffeche oc-
correva distinguere i sistemi dinamici in due catég quelli soggetti a un rigido determinismo, che
sarebbero l'espressione dei fenomeni meccaniai egienerale "inanimati’, e quelli che presenta-
no il fenomeno delle soluzioni singolari. Questiral, proprio perché ambigui nei punti di biforca-
zione, sarebbero particolarmente adatti a rapprasematematicamente i processi in cui interviene
la "liberta". Infatti, la coscienza soggettiva putdizzare le soluzioni singolari per compiere lees
libere scelte sull'azione del principio di causaldcale nei fenomeni naturali non strettamente-mec
canici e in quelli economici e sociali ai qualilf@itocento si era cominciato a tentare di estender
il modello newtoniano di scienza.

Qualche anno prima che Poincaré iniziasggdaria attivita scientifica, nell'introduzione a u
suo libriccino pubblicato nel 1876lames C. Maxwell (1831-1879) sottolinea la particolare sen-
sibilita di molti fenomeni fisici alle condizionniziali del sistema in cui si manifestano:

«There is a maxim which is often quoted, that ‘Téme causes will always produce the
same effects.” To make this maxim intelligible westndefine what we mean by the same
causes and the same effects, since it is manifashb event ever happens more that once,
so that the causes and effects cannot be the sarak iiespects. [...] There is another
maxim which must not be confounded with that quatethe beginning of this article,
which asserts ‘That like causes produce like effedthis is only true when small varia-
tions in the initial circumstances produce only #imariations in the final state of the sys-
tem. In a great many physical phenomena this cmmdis satisfied; but there are other
cases in which a small initial variation may proéus great change in the final state of the
system, as when the displacement of the ‘pointsSesa railway train to run into another
instead of keeping its proper cours&.

E' questa probabilmente la prima volta che unadsservazione viene fatta in modo cosi esplicito.
Maxwell sembra pensare, in realta, che nella geateplei casi i fenomeni fisici siano dipendenti in

modo continuo dalle condizioni iniziali e che quargliesta condizione non si realizza ci si trovi

davanti a una situazione si eccezionale ma andhattiecorrispondente alla dinamica fisica possi-

bile per quel fenomeno. Una situazione dunque bersh da cio che piu tardi verra chiamato caos
deterministico.

Maxwell e stato il primo scienziato che héizgato lateoria delle probabilitaaldila di un am-
bito puramente matematico (sia pure applicatofaliea, in particolare alla meccanica celeste & all
geodesia), con l'obiettivo di analizzare da un putitvista meccanicistico il comportamento dei si-
stemi fisici gassosi e cercare di ricondurre legidgnomenologiche che li descrivono ai principi
della meccanica newtoniaffaPer ricavare la legge di distribuzione delle vitdodelle particelle di
un gas ideale rarefatto equilibrio termico(1860), sono necessarie poche, semplici ipotésneu
do in cui le velocita delle molecole possono camebzer effetto delle continue collisioni elastiche
tra loro e con le pareti del recipiente. Ma occawprattutto l'idea che il gas sia sistema caotico
nel quale ciascuna molecola puo0 in linea di prilecgvere una velocita qualunque e che, anche
all'equilibrio, vi siano molecole con tutti i polsi valori della velocit®’. Maxwell ricava cosi una
legge di distribuzione di probabilitd per le vetacmolecolari all'equilibrio termico che da un fon-
damento meccanico alla legge di Boyle e all'equezidi stato dei gas perfetti e che gli consente di
calcolare per la prima volta in modo affidabilear@metri fondamentali del modello molecolare
(dimensione, massa, humero di Avogadro).

Il modello cinetico di Maxwell non puo tuttavaffrontare il problema della dinamica dei sistemi
gassosi, di come cioe evolva lo stato fisico digas quando esso non si trovi in una situazione di
equilibrio termico o sia sottoposto a forze esteHiestatoBoltzmann a compiere il passo decisivo
necessario per dare alle leggi fenomenologiche ssaopiche della termodinamica un solido fon-
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damento di carattere microscopico, in cui i princiglla meccanica e la teoria delle probabilita tro
vavano una sintesi feconda. Boltzmann dimostrol@lstato termodinamico di un gasn in equi-
librio si puo ottenere specificand® distribuzione di probabilitidella posizione e della velocita
delle sue molecole (ovvero la distribuzione stigtistlei loro stati cinematici), considerando le mo-
lecole come punti materiali identici (per uno stegas). Un gas & dunque un sistema dinamico che
viene descritto in uno spazio astratto i cui puagipresentano tutti i possibili stati cinetici éeflue
molecole e ognuno di questi stati € "occupato"mlawmero di molecole che puo variare nel tempo
a causa dei processi fisici che caratterizzangstiémma. Questi processi sono sostanzialmente tre:
l'azione di una forza esterna, la diffusione (péedenze locali di pressione o di temperatura o di
composizione del gas) e gli urti tra le molecolea i 1872 e il 1877, sulla base dell'ipotesi che g
stati cinetici elementari fossero tutti ugualmepitebabili e che invece ciascuno stato fisico macro-
scopico del sistema potesse essere costituitatiléetgoli) gli stati elementari termodinamicament
compatibili con esso, Boltzmann riusci a scrivenequazione differenziafé che descrive I'evolu-
zione temporale del numero di molecole che occup@neerto stato cinetico (meglio, un intervallo
infinitesimo di stati cinetici) in funzione di ciasno di questi processi e della distribuzione alei

dei numeri di occupazione.

Lequazione di Boltzmareun'equazione alle derivate parziali lineare stica di cui non sono
stati ancora risolti completamente i problemi legdesistenza e all'unicita delle soluzioni e éhe
in ogni caso estremamente difficile da risolverehanin forma approssimata. Tuttavia, essa ha pro-
prieta intrinseche e produce conseguenze che pdesw dalla forma matematica delle sue solu-
zioni, La piu importante di queste conseguenzeedaidinamica di un gas é un processo fisico fon-
damentalmentéareversibile: qualunque sia lo stato iniziale del gas, essdvewerso la distribu-
zione di stati cinetici che corrisponde alla disidione di Maxwell (equilibrio termico), che e quel
la di massima probabilita. Il processo inverso agnatematicamente impossibile, ma la probabilita
che esso possa realizzarsi € estremamente pi&iadaservi che la conclusione che i processi ter-
modinamici non in equilibrio siano fondamentalmeinteversibili € in apparente aperta contraddi-
zione con i principi della dinamica newtoniana, cbasiderano sempre processi ed equazioni per-
fettamente simmetriche nel tempo (€ il cosiddpdicadosso di Loschmidenunciato in realta per
primo daWilliam Thomson, Lord Kelvin, nel 1874) ). Questa contraddizione fu risoltaBabé:
tzmann quasi vent'anni piu tardi (1895), modifiaadprincipio di caos molecolare introdotto da
Maxwell. Boltzmann riconosceva che le velocita déednolecole dopo un urto hon possono essere
completamente scorrelate tra loro, poiché questbba in aperto contrasto con le leggi della mec-
canica. Tuttavia, queste correlazioni possono edsascurate in ogni istante successivo a quello i-
niziale se il numero di molecole considerate € djssimo (come accade di solito nella fisica dei
gas)y”.

Il lavoro di Boltzmann ha aperto un campadrdiagine scientifica completamente nuovo e il
formalismo da lui inventato per il calcolo dellatlibuzione di probabilita degli stati cinetici reel
colari in un gas rarefatto si é rivelato applicaldl qualungque sistema macroscopico. Agli inizi del
XX secoloJosiah W. Gibbs (1839-1903) ed\Ibert Einstein (1879-1955) hanno trasformato que-
sto formalismo in una teoria formale (chiamateccanica -0 termodinamica statistica), che for-
nira modelli sempre piu raffinati per collegarepteprieta dei singoli atomi e molecole alle proprie
ta macroscopiche del sistema da essi composto a/cagicadute applicative di grande importanza.
Il programma di questa teoria &€ pero significatieate diverso da quello originale di Boltzmann.
Questi si prefiggeva infatti in primo luogo di fine una giustificazione fondamentale dei compor-
tamenti termodinamici a partire dal comportamenteversibile dei sistemi non in equilibrio. La
meccanica statistica parte invece dal riconoscimehé il metodo di Boltzmann puo essere genera-
lizzato a un sistema qualunque solo per il su@staequilibrio termodinamico, I'unico nel quale il
calcolo della distribuzione piu probabile & univgmrché indipendente dalle caratteristiche dinami-
che del sistema e dalle proprieta dei suoi compon@oroscopici. In condizioni di non equilibrio
I'entropia del sistema non pud piu essere definita secondforaula di Boltzmann §=
=kOnW + cost) ma richiede invece di scrivere esplicitamentguazione di Boltzmann del
sistema, un'impresa a tutt'oggi ben lontana da#irescompiuta in modo generalizzato. La
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meccanica statistica € dunque in realta una téoriamente orientata a una utilizzazione
pragmatica, che ha fornito una messe di risuls&teenamente importanti (dalla spiegazio-
ne dei moti browniani da parte di Einstein allaegizione delle proprieta della materia allo
stato solido, dei conduttori, degli isolanti, deilrgsconduttori), ma che ha lasciati aperti i
problemi di fondo della correlazione tra i comporéanti microscopici e la descrizione ma-
croscopica di un sistema fisico.

Gli inizi del caos

Contemporaneo di Poincaideksandr M. Ljapunov (1857%1918) sviluppo nei primi anni del
XX secolo molti importanti metodi di approssimazorper la risoluzione delle equazioni
differenziali e sviluppo I'analisi della stabilitille loro soluzioni®. Si occupd anche dell'equilibrio
di corpi in moto in un liquido e dei problemi comssecon la stabilita dei moti planetari.

Se la scoperta di Poincaré delle traiettmgéabili rivelava una situazione di complessita afp-
pariva in aperto contrasto con uno dei princigbase della scienza classica - e cioe il carattare f
damentalmente "semplice" delle leggi naturali Adaita individuata alla fine dell'Ottocento dac-
qgues S. Hadamard(1865-1963) rappresentava invece il primo esempio distaome viene inteso
ai nostri giorni. Hadamard, noto soprattutto patitaostrazione del teorema sulla distribuzione-asin
totica dei numeri primi, mentre sviluppava un anlpioro sulle proprieta deligeodetichalelle su-
perfici a curvature opposte, si accorse che nebriloéro di un punto su una superficie a curvatura
costante negativa (ad esempio, una ciambella cerbdahi) ogni differenza, anche minima, nelle
condizioni iniziali di due geodetiche poste a digefinita pud produrre una variazione di grandezza
arbitraria nellandamento finale delle due curvealtre parole, tutte le geodetiche si allontanano
progressivamente tra loro. Hadamard e ben conskgpele le geodesiche su una superficie costitui-
scono un sistema dinamico estremamente sempliead#ficile valutare se vi siano sistemi fisici na-
turali in cui si manifestano comportamenti sinflautamente scrive:

«Will the circumstances we have just described oatwther problems of mechanics? In

particular, will they appear in the motion of celasbodies? We are unable to make such
an assertion. However, it is likely that the resudbtained for these difficult cases will be
analogous to the preceding ones, at least in tlegree of complexity. [...] Certainly, if a

system moves under the action of given forcestandiiial conditions have given values

in the mathematical sense, its future motion arfthiser are exactly known. But, in astro-

nomical problems, the situation is quite differetite constants defining the motion are
only physically known, that is with some errorseithsizes get reduced along the pro-
gresses of our observing devices, but these ecamaever completely vanisii*

Come ha messo ben in rilievo il filosofo e storimla scienz&ierre Duhem (1861-1916):

«...S€e Si conoscono con intera esattezza la pogzoda velocita iniziali di un punto mate-
riale [...], la linea geodetica che questo puntgsiea nel suo moto sara determinata [dal-
le leggi di Newton] senza alcuna ambiguita. Maesedndizioni iniziali non sono date ma-
tematicamente ma praticamente [ovvero in termsicifireali], si pud aumentare quanto si

vuole la precisione con cui sono determinati i deghdere piu piccolo l'intorno entro cui

si trova la posizione iniziale del punto materialestringere il fascio entro cui € compresa
la direzione iniziale della velocita, ma la geodatche resta a distanza finita [...] non po-
tra mai Iit;zerarsi da quelle compagne infedeli che] [si allontaneranno da essa indefini-
tamente»

Semplificando radicalmente I'argomentazione (maleedola piu facilmente rappresenta-
bile), possiamo considerare le geodetiche di Hadhmaaloghe alle traiettorie seguite su un biliar-
do da due bilie che, ferme in posizioni quasi cioiesti, vengono colpite con lo stesso impulso. Se
il biliardo & perfetto (superficie a curvatura @ge), le traiettorie seguite dalle bilie resterann
sempre molto vicine tra loro. Ma se sul biliardpresente un ostacolo cilindrico e la traiettorik de
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le biglie incontra prima o poi tale ostacolo, leddraiettorie si allontaneranno progressivamente f
no a essere completamente diverse (si veda ad Esdanpresentazione nella pagina web:
https://www.youtube.com/watch? v=InAanzNTOGk&fe@taplayerembeddéd

La scoperta di Hadamard, che molti considerano dbym@mo vero studio di un sistema dina-
mico caotico, ha grandi conseguenze per la mea@aoiché le geodetiche sono le traiettorie segui-
te nello spazio o su una superficie qualunque alggidiberi. E' stato recentemente osservato dal fi
sico teorico tedesderank Steiner ** che il lavoro di Hadamard ebbe un‘ampia risonaetanondo
dei fisici e dei matematici e ha probabilmenteuafizato le idee di Einstein e Mach.

L'avvento della teoria della relativita dla@eneccanica quantistica agli inizi del secolorsoo
relegarono gli studi sui sistemi dinamici a un ambistretto ed estremamente specialistico della
meccanica classica e della fisica-matematica. \la¢tegrado di astrattezza di questi studi contribui
inoltre a una sostanziale marginalizzazione delée iinnovative prodotte da Poincaré, Hadamard,
Ljapunov e altri nell'ambito della fisica teoricaella ricerca scientifica piu in generale.

Nel periodo tra le due Guerre Mondiali gliditsui sistemi dinamici e sui metodi risolutivillée
equazioni differenziali che li descrivono sono @@sti soprattutto in tre paesi. In Francia, €
ston M. Julia (1884-1944) ePierre J. L. Fatou (1878-1929), pionieri tra l'altro dello studio dei
sistemi dinamici olomorfi (definiti cioé su varietdmplesse) e di quei particolari insiemi che piu
tardi si chiamerannfrattali ** (vedi Figure 12). Negli Stati Uniti, cdBeorge D.Birkhoff (1870
1950) che dimostro completamente il teorema detunito di Poincaré (un caso particolare del
problema dei tre corpi), sviluppo ulteriormentédaria dei sistemi dinamici (dimostrando che I'esi-

Fig. 12. Insiemi di Julia

stenza di un punto omoclino implica I'esistenzardnumero infinito di tali punti e delle orbite eor
rispondenti)®® e divenne universalmente noto per la scopertaetebema ergodicahe gioca un
ruolo fondamentale in meccanica statistica. In dai®&ovietica, con la "scuola di Gorky" (oggi
Nizhny-Novgorod) fondata daleksandr A. Andronov (1901-1952) eLev S.Pontryagine (1908-
1988), che diedero un contributo fondamentale éhteendo il concetto ditabilita strutturale
delle soluzioni delle equazioni che descrivonoesistdinamici. Con questo termine si intendono le
condizioni necessarie e sufficienti affinché leuzani di un sistema perturbato siaomeomorfe
(topologicamente equivalenti) a quelle dello stesstema imperturbato. Allo stesso tempo, diven-
tava possibile classificare e studiare le situazjpanti di biforcazione) in cui perturbazioni arbi-
trariamente piccole portavano a comportamenti tatalamente diversi di un sistema dinanito
Pontryagine compi anche studi importanti di topiaatifferenziale ed € uno dei fondatori della teo-
ria dell'ottimizzazione. Il lavoro di Andronov enaotivato dalle applicazioni elettroniche ed egli €
stato tra i primi a occuparsi della teoria delleikazioni non-lineart® e della teoria dei controlli au-
tomatici. Negli anni "40 era attiva in Unione Sdiga anche la "scuola di Mosca", divenuta nota in
occidente solo vent'anni dopo, la cui impostaziersepiu astratta di quella di Gorky e di cui face-
vano parteVviktor V. Nemytskii (1900-1967) &/yacheslav V. Stepano\{1889-1950). Il loro lavo-
ro era rivolto principalmente alla teoria qualitatidelle equazioni differenzidfl.

Della scuola sovietica fa parte anémalrej N. Kolmogorov (1903-1987), che ha posto le basi
della teoria assiomatica della probabilita e ha daintributi importanti allo studio del moto turbo-
lento dei fluidi. Negli anni "50 Kolmogorov ha fatm la prima impostazion® del problema della
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ricerca di traiettorie chiuse quasi-periodiche js¢esti in un sistema dinamico conservativo pertur-
bato. Questo problema, che Poincaré riteneva foedtate per la meccanica classica, & stato svi-
luppato ulteriormente negli anni "60 dal tededtogen K. Moser (1928-1999 e dal russd/ladi-

mir I. Arnol'd (1937#2010), che ne hanno fornito la formalizzazione ipsistemi hamiltoniani
(teorema di Kolmogorov, Arnol'd e Mogér. Il teorema KAM risolve parzialmenteproblema dei
piccoli divisoriche nasce all'interno della teoria perturbatiiiadeeccanica classica, pregiudican-
do la convergenza degli sviluppi in serie utilizzar rappresentare le soluzioni delle equaziohi de
moto. Nella sua formulazione originaria esso noa essere applicato direttamente allo studio dei
moti planetari ma é tuttavia di grande utilita laglblisi della stabilita a lungo termine di quest-

ti. Ad Arnol'd & dovuta la soluzione del 13° prahke di Hilbert (risolvere I'equazione generale di
settimo grado utilizzando funzioni con due solicangnti).

L’equazione logistica

Probabilmente, il primo problema di dinamii sistemi che é stato storicamente affrontato
non ha a che fare con la fisica ma con la demagraftensimenti della popolazione come delle
greggi sono infatti una delle attivita di indagipi& antica e piu diffusa, anche se per secoli non
hanno avuto alcun carattere scientifico, essendiczrati esclusivamente a obiettivi amministrativi
0 economici. D'altro canto, il primo esempio notaitilizzazione della matematica per risolvere un
problema demografico (o, se si vuole, per costruirenodello di dinamica delle popolazioni biolo-
giche) risale alla soluzione data da Leonardoidflionacci"Fibonacci(1170-1240), detto Leonar-
do Pisano, nel 1223 a Pisa alla presenza dellahpre Federico Il di Svevia, rispondendo al que-
sito posto in un "torneo” di computisti (abachestalgoritmisti): quante coppie di conigli si otten-
gono in un anno - salvo i casi di morte - suppormecide ogni coppia dia alla luce un'altra coppia
ogni mese e che le coppie piu giovani siano in gridiprodursi gia al secondo mese di vita?a
risposta di Fibonacci (377 coppie) implicava ilatdb (veloce!) dei termini di una successione che
oggi & nota con il suo nor® ma che & stata scoperta ripetutamente dai maternnatiani a parti-
re dal VIII secolo studiando regole di metrica peeet(prosodia sanscrita). Vent'anni prima, nel
1202, Fibonacci aveva pubblicato il duiber Abacj un colossale trattato che dischiuse all'Occiden-
te il sistema di numerazione posizionale indiar® ¢di deriva l'attuale sistema decimale) e intro-
dusse il segno 0, sconosciuto ai greci e ai ladmiiod arabice zephirum appellantyrzefiro ap-
punto,zeft, o zero.

| primi veri tentativi di applicazione di nogli matematici a questioni di tipo demografico si
sono avuti nel Seicento (in particolare dopo landeapeste di Londra del 1664-65, quella stessa che
costrinse Newton al suo esilio in campagna, estti® produsse il suannus mirabiliy, quando si
cominciarono ad elaborare tavole di mortalita gestarono considerazioni di tipo statistico. Tutta-
via, la prima volta che furono utilizzati metodi t@anatici in campo biologico fu nel Settecento, in
relazione agli studi sull'utilizzazione del vaccitmontro il vaiolo. Nel 1760, il matematico svizzero
D. Bernoulli (1770-1782) cercod con considerazioni probabilistiche etedminare i vantaggi della
vaccinazione in termini di vite salvate. Contrdla aesi di Bernoulli furond'Alembert, che dedi-
co varie memorie all'argomento sostenendo cheiéazz della vita era costituita da troppe variabi-
li, e il matematico e fisico francedean-Baptiste Biot(1774-1862), che giudico irrealistiche le i-
potesi semplificative di Bernoulli. Va osservat@uesto proposito che, in realta, alcune di quelle
ipotesi costituiscono ancora oggi la base dei ntiodidbiologia matematica.

Si deve all'economista ingle$domas R. Malthus (1766-1834), con la pubblicazione nel
1798 del sud\n Essay on the Principle of Populatitnil primo studio esplicitamente dedicato alla
dinamica delle popolazioni partendo da consideraziotipo economico-sociale. Il principio del ti-
tolo € molto semplice: Malthus ritiene che la peaadne umana cresca in modo geometrico mentre
le risorse a sua disposizione aumentano solo inonasidmetico. Proiettando nel futuro questo
meccanismo si presentano scenari catastroficiaherto o a ragione, all'uscita del saggio furono
oggetto di grandi polemiche. Le tesi esposte dahalalimentano le opinioni conservatrici men-
tre, dalla parte opposta, vi sono I'ottimismo ilitmsta e le “teorie del progresso” (specialmente di
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Godwin e Condorcet). Al di la della validita deflee conclusioni, resta a Malthus il merito di aver
posto in discussione, piu di due secoli fa, il ndtespansione demografica illimitata. Le sue ricer
che lo portarono a un liberismo radicale e sfrensgoondo il quale ogni individuo € e deve essere
libero e privo di assistenza sociale e solidarietinodo tale che a prevalere siano i piu fortiléta
tura delle sue opere influenzo Ch. Darwin nell'etakione della teoria della selezione naturale.

Il modello matematico piu semplice corrispenig al principio di Malthus richiede una popola-
zione omogenea e isolata posta in un ambienteiamtar(le cui risorse sono quindi infinite). In
gueste condizioni, la fertilita e la mortalitd sdeainiche cause di variazione del numero di inrdivi
dui e sono, inoltre, parametri costanti. In alteegbe, il numero di nascite e di morti nell’'unita d
tempo sono proporzionali al numero di individui g@eti. La dinamica della popolazione & allora
descritta dall'equazione differenziale

dN
—=rN{(t
" (t)

oppure da quella alle differenze finite
Niog =@+ )N,

a seconda che il tempo sia considerato una vagiabiitinua oppure discreta, essemtol numero
di individui costituenti la popolazione considerataun certo istante e il tasso di crescita per in-
dividuo e per unita di tempo (il cosiddefiotenziale biologicalella popolazione), dato dalla diffe-
renza tra il tasso delle nascite e quello delletim®e la popolazione inizialmente presente é data
N(0) = N, , la sua dinamica & espressa nel caso del tempimgomiall'equazione esponenziale

N(t) = Ny€"

oppure nel caso del tempo discreto dalla progressieometrica
Nesy = No(1+ 1),

nella quale ci siamo gia imbattuti nel paragrafdidato agli esempi unidimensionali di sistemi di-

namici discreti. In entrambi i casi, quande 0 la popolazione cresce in modo esponenziale e illi-

mitato, quando invece <0essa decresce asintoticamente verso I'estinzioeetrenperr =0 la

popolazione rimane costante. Va sottolineato cleeniportamento del modello discreto, come ab-

biamo visto, &€ molto piu articolato e complessqutllo continuo, in particolare per i valori negati

vi del potenziale biologico.

Il modello di Malthus fornisce una buona aygsimazione delle situazioni reali nel caso in cui
la popolazione disponga di risorse abbondantisedda del tempo sia piuttosto limitata. Ovviamen-
te, nessuna popolazione reale puo crescere in@dafiente con un ritmo esponenziale. Per rappre-
sentare gli effetti prodotti dalla sovrappopolasandalla limitatezza delle risorse vitali dispalnib
demografi e biologi delle popolazioni assumono spahe il potenziale biologico decresca al cre-
scere della popolazione totale, in particolare qoaguesta raggiunge valori elevati, mentre rimane
sostanzialmente costante per popolazioni di picdoteensioni. Si assume inoltre che il tasso di
crescita individuale diventi negativo quando la @agione totale supera un valore di soglia (la co-
siddettacarrying capacity capacita portante dell'ambiente, dimensione messiella popolazione
che un certo ambiente pud sostenere). Oltre tajBasauindi, il tasso di mortalita € maggiore di
guello di natalita. Si possono introdurre anche fdttori correttivi, come quelli dovuti althmigra-
zionedall'esterno di altri individui oppure girelievodi individui verso l'esterno. Naturalmente, tutti
guesti aggiustamenti introducono complicazioni wolie nel modello matematico, rendendone
spesso impossibile la risoluzione analitica.

Partendo da quest'ultima considerazionestdtistico belgaPierre F. Verhulst (1804-1849)
propose nel 183% di tenere conto della carenza progressiva dedterse al crescere della popola-
zione considerando il tasso di crescita una fureloveare decrescente del numero di individui pre-
senti. In altre parole, quando la popolazione @eadtre una certa soglia il tasso delle nascita-dim
nuisce e quello delle morti aumenta. L'equaziofferdinziale che descrive la dinamica della popo-
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lazione puo allora essere scritta nella forma

dN

— =7 1—ﬂ N’

dt N
dove N, rappresenta la capacita portante. Questa equadiffeeenziale ordinaria del 1° ordine
non-lineare e autonoma si dieguazione logistica Essa pu0 essere integrata analiticamente per

separazione delle variabili oppure ricorrendo ahls@mento di variabilex=1/ N . Si ottiene la so-
luzione generale
N
N(t)=———
1+kN.€"

dove si & postk =1/ Ny =¥ N, , essendd\, la grandezza iniziale della popolazione. Essavist
si presta bene ad essere studiata utilizzandotddoegeometrico-qualitativo introdotto da Poincaré.

Rappresentiamo quindi graficamentiiugso vettorialeassociato all'equazione differenziale, ov-
vero la derivata dN in funzione diN (ovviamente per i soli valorN >0, la popolazione non pud
essere negativa!). lfanzione forzante

f(N)= r{l—

dipende dai parametrie N., ma & sempre descritta da una parabola con laecibacivolta verso il
basso se > 0 (vedi il digramma di flusso- o di fase - mostrato nella Figura 13)punti fissidella
funzione forzante (e quindi del flusso) sohb=0 e
N = N.. Il primo éinstabile(il flusso si allontana da
esso) mentre il secondostabile (il flusso si avvicina
ad esso). Si osservi che per ogni condizione ileizia ,
0< Ng < N, il flusso del sistema andra sempre verso Vi N\
N = N, . La popolazionequindi,tende in ogni caso a s :
raggiungere la capacita portantell'ambiente in cui L
si trova. Se invece si assunMy =0, il sistema ri-
marra in tale situazione per sempre (in altre gariol
modello non consente la generazione spontaneal).
Dalla Figura 13 si ricavano anche informazisulia forma della soluzione, ovvero sulla dinami-
ca della popolazione considerata. Se €, inf&t@isl N., il flusso si muove di moto accelerato fi-
no alla "posizione"N =% N. (massimo della funzione forzante) e poi rallentagpessivamente
raggiungendo il valoréN = N, solo asintoticamente. Una popolazione crescedguirmodo acce-
lerato fino a raggiungere meta della propria cadpgoortante e poi continua a crescere piu lenta-
mente verso la propria capacita portante con uaraedto caratteristico (curggmoidg. Se inve-
ce la condizione iniziale e} N. < Np < N., la dinamica del sistema é qualitativamente devexs-

Ne=100

Fig. 13. Flusso dell'equazione logistica
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ché il numero degli individui aumenta ma con urstadecrescente, tendendo asintoticamente alla
capacita portante. Se infine il numero di indiviguésente all'istante iniziale & superiore alleacap

ta portante, la popolazione decresce esponenzitdnvenso il valoreN = N, . Nei due casi limite

No =0 e Ny = N, la popolazione rimane invece costante (vedi Fiddrein cui si considerano di-
versi valori del potenziale biologico e della pambne iniziale).

Verhulst tentd ripetutamente di applicarpribprio modello matematico ai censimenti della po-
polazione degli Stati Uniti, ma sempre senza ssmell modello venne di fatto dimenticato e fu
"riscoperto” due volte negli anni "20 del Novecema scienziati americanRaymond Pearl
(1879-1940) eLowell J. Reed(1886-1966) (che pubblicarono diversi lavlrsulla crescita della
popolazione, la sua rappresentazione matematiageelzisione del suo sviluppo futuroPéred.

J. Lotka (1880~ 1949), di cui ci occuperemo diffusamente nel groegparagrafo. Durante gli anni

"30 del Novecento gli stessi Pearl, RelddMuench e altri biologi utilizzarono il modello logistico

per stimare le dimensioni massime della popolazioordiale, trovando tuttavia valori (2 - 2,5 mi-
liardi) che vennero superati dopo pochi anni.

L'equazione logistica puo essere utilizzaizha per illustrare la dinamica della diffusioneudi
innovazione tecnica lungo il suo ciclo di vita.uavi prodotti vengono introdotti dopo aver investi-
to molto in ricerca e sviluppo. Il processo conddisolito a miglioramenti qualitativi e riduce o
sti industriali. Mentre i nuovi prodotti si diffolio, i vantaggi produttivi ed economici a essi dovu
ti si esauriscono progressivamente e infine il ptamsatura il mercato. Citiamo ad esempio: ferro-
vie, lampade a incandescenza, elettrificazionsptdo aereo, computer.

La dinamica delle popolazioni

Sempre negli anni "20 del Novecento ¢ iniziatardrgle sviluppo dei modelli matematici appli-
cati alle scienze biologiche, in particolare ad rapelel matematico italian®/ito Volterra
(1860-1940), che pose le basi dell'ecologia teorica thtoendo il ciclo preda-predatore e il princi-
pio dell'esclusione competitiva. Egli, su richiedilo zoologo Ugo. D'Ancona, approfondi lo stu-
dio di uno strano fenomeno che aveva interessagcsgacie di pesci nell’alto Adriatico durante la
Prima Guerra Mondiale. D'Ancona aveva osservafattinun consistente aumento di pesci selaci
(pesci predatori) e aveva ipotizzato che cio fdsgato alla diminuzione dell'attivita di pesca @us
ta dalla guerra navale nell'Adriatico. Secondmt@si di D'Ancona, la pesca in tempo di pace per-
turbava l'equilibrio naturale tra le specie e l&ma, con la conseguente sospensione della pesca,
aveva ristabilito un nuovo equilibrio naturale adee dei pesci predatori. Volterra affronto il pro-
blema supponendo inizialmente che i predatori gréele convivessero in uno stesso habitat, senza
alcuna azione esterna (la pesca) che producesseeligvo indiscriminato tra le specie. Il modello
di Volterra prevedeva una crescita delle popolazecondo I'equazione logistica influenzata dalla
cosiddetta teoria degli incontri, ovvero dall'ipotesi che I'effetto della predari® fosse proporzio-
nale al numero di incontri tra esemplari delle dpecie®.

A conclusioni analoghe a quelle di Voltemagli stessi anni, era giunto anche il matematico e
fisico-chimico american@lfred J. Lotka , prima impiegato al US Patent Office e al National
Bureau of Standards, poi professore universitaiigiee supervisore statistico di una compagnia di
assicurazioni ma interessato per tutta la vita latdogia. A lui si deve il primo testo di biologia
matematicd® in cui presenta le sue concezioni energetiste détth e dell'evoluzione. Lotka propo-
neva che la selezione naturale fosse fondamenttdnu@ia competizione tra organismi per l'accesso
all'energia disponibile nell'ambiente: gli organisthe sopravvivono e prosperano sono quelli che
riescono a catturare in quantita maggiore e utitean modo piu efficiente I'energia. Estendendo
queste concezioni all'evoluzione umana, Lotka sdgde la transizione storica dal fare affidamen-
to sulla sola energia solare a societa fondat@suef di energia non rinnovabili abbia posto sfide
fondamentali alle formazioni sociali.

Nel 1910 Lotka aveva proposto un modelladptere-preda nello studio delle reazioni chimi-
che autocatalitich&, ottenendo sostanzialmente un'equazione evoldtiwigo logistico. Nel 1920
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estese questo modello ai sistemi organici utilidoacome esempi varie specie di piante e di anima-
li erbivori e nel 1925 utilizzo le sue equazioni sgo testo di biologia matematica.

Il modello di dinamica delle popolazioni etaéto (indipendentemente) da Volterra e Lotka
permette di descrivere l'interazione tra due specieondizioni ideali. L'idea generale € quella di
considerare uno scenario in cui coesistono dudespiqaredatori e le loro pred& Assumendo che i
predatori presenti in un certo istan® possano nutrirsi soltanto della popolazione ddprpresen-
te nello stesso istantX)( la quantita totale di cibo consumata dai preddtioe la quantita di pre-
de mangiate) per unita di tempo e proporzionateuadero di incontri tra prede e predatori, che sara
proporzionale a entrambe le popolazioni e quindidr prodotto. Vi & inoltre una quantita minima
di cibo per unita di tempan) necessaria a un predatore per sopravvivere abtzast lungo da ri-
prodursi; si pud quindi assumere che il tasso elata della popolazione dei predatori sia propor-
zionale, oltre che alla popolazione gia presemehea allo scarto tra il cibo disponibile e il cibe-
cessario alla sussistenza. Il tasso di crescita gepolazione di prede nella situazione idealeviin
non vi sono predatori e le risorse fornite dall'@nte sono inesauribili & proporzionale alla popola
zione gia presente secondo il modello logisticoegpal tasso di crescita e frenato dall'azione dei
predatori, proporzionale al numero di incontrilgadue popolazioni e quindi al prodotto delle loro
dimensioni istantanee. Si ottengono cosi le du@aqni differenziali ordinarie autonome e non-
lineari che descrivono la dinamica del sistema

ﬂzb[—x—ljv

dt m

d—xzr 1—1 X = pYX
dt Xe

dove i parametri costanti (definiti positivi) rapgentano rispettivamente il potenziale biologico
delle preder), il potenziale biologico dei predatoh)(, il tasso di predaziong) e la capacita por-
tante dell'ambiente per le pred&)(

Le due popolazioni hanno panto di equilibrio quando il loro numero rimane costante nel
tempo e dunque quando entrambi i tassi di cresoit@ nulli. Risolvendo il sistema di equazioni
differenziali precedenti sotto tale condizionetsegono le equazioni

(ﬁ—ljvo =0
m

Xo
rl-—— |—-pYy | Xo =0,
(3o

da cui si ricavano i due punti di equilibrio

Xo:m
Xo=Y,=0 e
0=Yo yozL(l_ﬂJ
Pl X

Il primo di essi corrisponde evidentemente all'isgibilita della generazione spontanea ed é insta-
bile (punto sella). Questa instabilitd & importaimecaso contrario, una popolazione diversa da zer
potrebbe essere attratta da questo punto fissdiedaica del sistema condurrebbe dunque sempre
all'estinzione di entrambe le specie per molte towi iniziali. L'instabilita nell'origine garardce
cosi che un'evoluzione verso l'estinzione di erti@e specie sia sfavorita in questo tipo di model-
lo. Essa potrebbe infatti verificarsi solo se urrge esterno portasse all'eliminazione completa del
le prede. Se invece fossero eliminati i predatlaripopolazione di prede tornerebbe a crescere in
modo esponenziale. Il secondo punto fisso corridpanvece a una situazione in cui i predatori di-
vorano solo la quantita minima di prede necessdl@aloro sopravvivenza mentre le prede si ri-
producono in modo tale da compensare semplicentenqerdite. Questo punto fisso non é di tipo
iperbolico e quindi non si pud trarre alcuna cosidne generale sulla sua stabilita. Si puo tuttavia
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osservare che il sistema considerato ammette wstaltte del moto" (un integrale primo del siste-
ma di equazioni che lo descrive) le cui curvello formano linee chiuse intorno al secondo pun-
to fisso. Le popolazioni di prede e predatori pnéseo ciascuna alti e bassi che si alternano perio-
dicamente al trascorrere del tempo (vedi Figure L5)tto avviene endogenamente, cioé senza al-
cun intervento dall'esterno. In altre parole, stsma ondeggia, producendo quelle che sono chiama-
te, con un termine molto esplicativascillazioni autosostenut&lel modello studiato, dunque, nelle

- Prey (baboons) fA i
i\ 50
140 Frgospheetate) | [ 4 ;

a8

@
&

Number of Prey and Fredators
=]

Murmber of Predators (cheetahs)
B omog

. i i i i A
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Time (dmensioniess) MNurnber of Prey (baboons)

Fig. 15. Soluzioni di un modello predatore-predalste corrispondenti nello spazio delle fasi

situazioni di non-equilibrio si ha che i predatorbsperano quando c'é abbondanza di prede ma, alla
lunga, si ritrovano senza cibo sufficiente pern gittominciano ad estinguersi. Mentre la popolazio-
ne dei predatori decresce quella delle prede awnmuovo. Questa dinamica continua in un ciclo
illimitato di crescite e decrescite. Se invecessame che uno o piu parametri possano variare nel
tempo, la dinamica del sistema cambia in modo &delie presenta caratteristiche di forte dipenden-
za dalle condizioni iniziali, molto simili a queliadividuate da Poincaré nei sistemi di tre o piu
corpi interagenti gravitazionalmente.

Gli inizi del caos... continuano

Ancora negli anni "2@althasar van der Pol (1889-1959), che lavorava come ingegnere e-
lettrico presso la Philips con l'obiettivo di miglare gli amplificatori di potenza che si utilizzeno
per le trasmissioni radiofoniche, introdusse urdetio di circuito elettrico oscillante smorzato in
modo non-lineare e descritto dall'equazione diffel@e autonomak — u/|1- X% | x+ x=0. Il mo-
dello si riferiva ai circuiti elettronici contenenin dispositivo di commutazione (ad esempio, un re
un relais o un triodo), inserito in un anello dazene, che ca-
rica ripetutamente un condensatore finché questaaggiun-
ge una soglia di potenziale e poi lo scarica (\Edura 16)
Van der Pol trovo che il circuito produceva osdlbni stabili
ma non moniche, cui diede il nome ahde di rilassamento
che variavano continuamente tra diversi valorirdpgezza ma
tendevano asintoticamente a raggiungere una foromaial li-
mite (vedi Figura 17%.

Il termine "onde di rilassamento” ha una iokigmecca-
nica, poiché il comportamento del circuito & analagjuel-
lo di un mezzo anelastico deformato quando scompdaza che ha prodotto la deformazione. Se
il circuito viene forzato per mezzo di un generatdr tensione sinusoidale, I'equazione differeezial
che lo descrive diventa non omogenea e non autgnemaadinamica del sistema cambia qualitati-
vamente, poiché tra ogni gruppo di oscillazionrildssamento si inserisce un "rumore” privo di
una struttura determinata. Van der Pol ritenevaquhesto rumore fosse un fenomeno sussidiario e
non condusse quindi alcuna indagine approfonditdi &s$so. Il modello matematico di van der Pol
ha trovato numerosi impieghi in settori molto lanitdall'elettronica, come la biologia e la sismolo-

Fig. 16. Circuito di van der Pol
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gia. Ad esempio, lo stesso van der Paterco di utilizzarlo per descrivere I'attivitéettica del
cuore.

Alcuni anni dopo, nel corso della Il Guerramdiale, gli
. = inglesi Mary L. Cartwright (1906-1998) e John E. Lit-

/ = tlewood (1885-1977), utilizzando i risultati ottenuti da Bir-
khoff, identificarono®® nell'equazione che descrive il circuito
di van der Pol forzato una struttura di soluziopséudo-
casuale" estremamente intricata ma simile per molti aspetti
quella individuata da Poincaré nella dinamica dgemi mec-
canici. Cartwright e Littlewood vanno ricordati &ecper il
contributo dato allo sviluppo della teoria del st di loca-
lizzazione radar.

Fig. 17. Onde di rilassamento Nel 1949 il matematico americadorman Levinson

(1912-1975) gettod le basi per la costruzione di una &ebgo-
rosa delle equazioni differenziali non lineari demrmine forzante singolare come quella di van der
Pol °. Essa costituisce un caso particolare della cesiddequazione di Liénard
(5{+ f(x) x+ of >§=O), un'equazione differenziale del 2° ordine auton@®ala quale si pud di-
mostrare sotto condizioni molto ampie l'esistemZanicita di una soluzione asintotica stabilel (n
linguaggio della teoria dei sistemi dinamiciciolo limite).

Circa un decennio piu tardi gli studi rela@ll'oscillatore di van der Pol furono segnalaild
stesso Levinson al giovane matematico ameri@eeenSmale (1930), che aveva appena comin-
ciato ad occuparsi con successo di topologia @iffgale e ad applicare i propri risultati alla taor
gualitativa dei sistemi dinamici. Smale, definii direttore del suo dottorato "uno studente medio-
cre, inconcludente", si era laureato in matematelal 957 (a ventisette anni!), dopo aver tentato lo
studio della fisica e svolto anche molta attivitdiica nel campo dei diritti civili. Interessatdia
topologia, nel 1958 aveva sorpreso la comunitanggematici con la dimostrazione del cosiddetto
paradosso di Smalein metodo che permette di "rivoltare la sferallmspazio tridimensionale,
senza creare fori o pieghe ma al piu auto-inteoséz{si veda ad esempio l'animazione:
https://www.youtube.com/watch?v=I6cgcadMmccé&featuniayer detailpage

Due anni pitl tardi aveva dimostratoctengettura di Poincar&” generalizzata per dimensioni
maggiori o uguali a 7 e in seguito era riuscistendere lo stesso metodo dimostrativo al caso del
le dimensioni 5 e 6. Nel 1963 Smale aveva ottenataltro brillante risultato dimostrandaotéore-
ma dell'h-cobordismacon cui veniva fornito, per la prima volta, uit@tio per classificare le varie-
ta topologiche valutandonedjuivalenza omotopicg@vvero la possibilita di trasformarsi con conti-
nuita). Per i suoi studi era stato insignito detiedaglia Fields nel 1966.

Utilizzando le proprie competenze topologiehiateoria di Morse ¥ sulle proprieta del gra-
diente di una funzione differenziabile qualunqueafnintrodusse il concetto distema dinamico
di Morse-Smale,un sistema matematicamente semplice, strutturabrsabile e dotato soltanto di
un numero finito di punti di equilibrio e di solezii periodiche con proprieta topologiche particola-
ri. Smale nel 1960 avanzo la congetfiirehe soltanto un tale sistema dinamico potesseeessat-
turalmente stabile e che ogni generica equazidifereinziale del 1° ordine costituiva un sistema di
Morse-Smale. In altre parole, Smale ipotizzavada asistenza di quei fenomeni, gia osservati da
Poincaré, Hadamard, Birkhoff e altri, che piu taadiebbero preso il nome di caos deterministico!
Lo stesso Smale avrebbe scritto qualche anno dopo:

«lIt is astounding how important scientific ideas @t lost, even when they are aired by
leading scientific mathematicians of the precedirgades:**

Alla fine del 1959 Smale fu informato da Levinsagi thvori degli inglesi Cartwright e Little-
wood e dello stesso Levinson sull'oscillatore di d&r Pol, i quali costituivano un evidente esem-
pio contrario alla congettura avanzata dallo st&wale. Il suggerimento di Levinson condusse il
giovane matematico americano un anno piu tardindoira in visita all'lstituto di matematica pura
e applicata di Rio de Janeiro, alla scoperta deifaddetta Horseshoe map" (mappa a ferro di ca-
vallo), un sistema dinamico di Moser-Smale semplstritturalmente stabile ma dotato di infinite
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soluzioni periodiche la cui densita cresce espdamente con il periodo. Nel 1961, intervenendo
a una conferenza internazionale a Kiev sulle @dhi non-lineari, Smale presenta a Kolmogorov,
Arnol'd e ai loro allievi questo sistema dinamicoegtamente una parte degli sviluppi successiva-
mente prodotti dai matematici russi sono dovutosd incontro con il matematico americano. Il la-
voro di Smale fu pubblicatt dopo diverso tempo (1963-19655), su pubblicazmive di un se-
guito consistente, e fu conosciuto nell'ambientdgle dei matematici solo in seguito a un suo am-
pio articolo di rassegrid e soprattutto al saggio pubblicdfmel 1967 sul Bulletin of the American
Mathematical Society, divenuto nel seguito un "silzs’ nella teoria del caos deterministico, su cui
hanno studiato e si sono specializzati migliaiaickrcatori. La mappa a ferro di cavallo e stata da
allora uno degli strumenti piu importanti per gemwercomportamenti caotici in sistemi sia conser-
vativi sia dissipativi. Qualche anno doplmser ne ha dato una splendida esposizireeha fornito
anche gli strumenti per verificare la presenzaugistp tipo di dinamica nei sistemi 2-dimensionali.
Moser ha anche dimostrato che lo storico probleropgsto dal Concorso in onore di Re Oscar,
vinto da Poincaré, era sostanzialmente insolubile.

La mappa a ferro di cavall® un endomorfismo del piano, il cui dominio é dogib da un qua-
drato sui cui lati verticali sono posti due semiterL'azio-
gJ m] i ne della mappa € ottenuta (geometricamente) perariz
é;f; D o tre trasformazioni: una contrazione verticale, gtace I'al-
| tezza della figura a meno della meta (il quadditenta un

- rettangolo mentre i semicerchi mantengono la jaofor-

ma), una dilatazione orizzontale del solo rettangtil un

ED fattore reciproco di quello della contrazione ek ed il

s s ripiegamento finale a ferro di cavallo (vedi la g 18).
Fig. 18. Mappa a ferro di cavallo Questa dinamica sara definitastiietching and foldingini-

(horseshc map, forme (perché l'area del quadrato si conserva nelldotras

mazione). Applicando iteratamente la mappa stottiuna
figura formata da una successione di strisce amiztiocollegate tra loro. Si digasieme invariante
della mappa l'insieme dei punti del quadrato itézighe rimangono al suo interno in ogni passo
dell'iterazione. Per ciascuno di tali punti passa soluzione periodica del sistema dinamico.

Quasi certamente all'inizio degli anni "60&enignorava i lavori storici di Poincaré e tuteavi
suoi contributi hanno portato a compimento un f@n@ scientifico iniziato oltre settanta anni pri-
ma, realizzando una connessione profonda tra empiatifferenziali ordinarie, equazioni alle diffe-
renze finite e processi stocastici e dimostranay ativello fondamentale, le soluzioni di questi s
stemi sono indistinguibili. Questo risultato & @@nosciuto coméeorema omoclino di Smale-
Birkhoff.

Negli anni "70 Smale si dedico ad applicarddpologia e la teoria dei sistemi dinamici allo
studio degli equilibri in campo economico, definend la natura e cercando algoritmi iterativi per
poterli calcolaré®. La mappa a ferro di cavallo & stata invece atlia nel 1981 dal fisico e mate-
matico american®ark Levi °, allievo di Moser, per analizzare nei dettagbigdtema delle solu-
zioni del circuito forzato di van der Pol e mostiarigorosamente le caratteristiche caotiche.

Nel periodo intercorso tra la costruziondadetappa a ferro di cavallo e la sua pubblicazidne,
caos deterministico era stato (ri)scoperto da attiénziati. Nel 196Y oshisuke Ueda(1936) era
uno studente di dottorato alla facolta di Ingegmetettrica dell'Universita di Kyoto e lavoravalaul
teoria di un sistema elettronico descritto da umakinazione tra le equazioni di van der Pol e di
Duffing con un termine forzante periodico. In peotare, si occupava del confronto tra le soluzioni
ottenute tramite un computer analogico (utilizzameketodi di approssimazione perturbativa) e le
soluzioni analitiche. Quando un circuito elettragrillante é forzato da un segnale esterno con una
frequenza diversa da quella propria dello stessmitd, le oscillazioni autosostenute del circuito
vengonatrascinate(entrainmenyin frequenza e sincronizzate con quella del segestierno. 1l fe-
nomeno dovrebbe avvenire soltanto in condizionegliilibrio stabile (sincronizzazione perfetta)
oppure di equilibrio asintotico con oscillazioniagi+periodiche (ciclo limite). Ueda osservava in-
vece, per certi valori dei parametri del sisteraagdmparsa di "battimenti”* non periodici e coa un
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struttura assai complessa e fortemente variabiler- s
zioni che quindi non erano né periodiche né quasi-
periodiche (vedi Figura 19). Il suo coordinatdrgia-
via, non era convinto dei risultati ottenuti e decche
gueste soluzioni non erano altro che ... fenomeni-
plicati (1) sui quali non era il caso di insistergdeda ot-
tenne il suo dottorato ma la tesi di laurea, peievia-
gioni, fu pubblicate®* solo dopo parecchi anni, come
racconta lui stessb, quando la teoria del caos determi-
nistico era ormai una realta. Questo lavoro comv@ne
invece la prima rappresentazione grafica accurelie d

- soluzioni omocline di un'equazione differenzialenno
Fig. 19. Attrattore di Ueda lineare.

Nel 1971 apparve un lavoro dei matemddiavid P.
Ruelle (1935) eFloris Takens (1940-2010), belga il primo, olandese il secondo, insiudescri-
veva il comportamento turbolento di un fluido intman presenza di forze dissipative utilizzando
l'approccio topologico definito da Sméfe Questo fenomeno fornisce un esempio di sistema- di
mico la cui evoluzione temporale € molto complaesgar la quale la definizione di "caotica" é qua-
si scontata. La teoria fondamentale di questo femamnera quell&' costruita negli anni "40 da
D. Landau (1908-1968), fisico russo vincitore del premio Nobel 8862 per i suoi studi sulla ma-
teria condensata, EEberhard F. Hopf (1902-1983), matematico e astronomo austriaco noto per il
suo lavoro sulla teoria ergodica. Secondo questiteffmy basato su sviluppi in serie di Fourier, un
fluido debolmente turbolento & descritto dalla spyosizione di un numero finito di frequenze
proprie 0 modi, crescente con la turbolenza, e manifesta alcuna sensibilita alle condizioni ini-
ziali. Ruelle e Takens avanzano invece l'ipotesildvoluzione temporale del sistema possa essere
piu generale, con soluzioni asintoticamente dire¢teso insiemi di stati particolari che essi defini
scono ‘attrattori strani " e che sono insiemi limite con dimensioni finitekee, in qualche modo,
corrispondono a situazioni in cui vengono ecciatd alcuni gradi di liberta benché siano presenti
infinite frequenze fondamentali.

Il lavoro di Ruelle e Takens fu accolto fradtenté® ma trovo presto riscontri sperimentali,
contrario del modello di Landau e Hopf. Negli aBaccessivi vennero presentati altri modgtie
descrivevano il passaggio dal moto laminare a quaidtticoso e l'innesco della turbolenza in vari
sistemi fluidodinamici, tutti fondati su schemi &wovi che portavano anche a soluzioni caratteriz-
zate da comportamenti caotici. Ricordiamo in paféie quello proposto dilitchell J. Feigen-
baum (1944), fisico-matematico americano, relativostesni dinamici di tipo iterativo dipendenti
da un parametro che presentdiforcazioni delle solu-
zioni periodiche, con raddoppio del periodo, pelora : e
critici di quel parametro (vedi Figura 20). Feigan si .
era laureato al MIT nella fisica delle particelleraentari
e all'inizio degli anni "70 lavorava presso il LAfamos ,
Laboratory, dove comincio a interessarsi ai fenamen- : ¢
lineari. Nel 1975 Feigenbaum trovo, studiando ihpor-
tamento di un'equazione alle differenze simile aellguo-
gistica, che i rapporti tra i valori critici suceds del pa- -
rametro tendevano a un valore limite universalétgom- Fig. 20. Diagramma di biforcazione
stante di Feigenbaum= 4,669201609103), indipendente
cioé dal sistema dinamico consider?to Si ritiene che guesto numero sia trascendenteidnaon
e stato ancora dimostrato. Tutti i sistemi dinardicjjuesto tipo hanno un'evoluzione caratterizzata
da una successione simile di biforcazioni, dungue&amportamento complessivamente ordinato
ma localmente del tutto imprevedibiieedi ancora la Figura 20). L'esistenza di quéstde uni-
versale puo quindi essere utilizzato per scoptir@ngo in un sistema dinamico sopraggiunge il ca-
0S. Su questo argomento Feigenbaum redasse deaiagntrambi rifiutati dalle riviste cui erano

¥
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stati sottoposti ma diffusi in forma di pre-priolo un terzo articolo fu finalmente pubblicato nel
1978 e Feigenbaum riusci a presentare i propritatsin diversi congressf. Negli anni seguenti
Feigenbaum ha lavorato alla definizione di metoditéli per realizzare la cartografia computeriz-
zata e ha fondato un'importante societa di soft{dueneriy per sviluppare applicazioni di caratte-
re finanziario.

La forma di universalita nel comportamentogilgtemi dinamici scoperta da Feigenbaum e sta-
ta dimostrata sperimentalmefifsella convezione di fluidi a bassa temperaturpatze diAlbert
J. Libchaber (1934), matematico e ingegnere delle telecomuitinadrancese, suscitando un
grande interesse per gli studi anche sperimenthlcaos deterministico e facendo vincere a en-
trambi il premio Wolf per la fisica nel 1986.

Gabbiani, farfalle e tornado

All'inizio degli anni "60 i risultati e i metodi dla teoria qualitativa dei sistemi dinamici hanno
cominciato a diffondersi anche al di fuori dell'dertie dei matematici e dei fisici, coinvolgendo
studiosi di scienze biologiche e di discipline emmithe e sociali e persino la stampa non specializ-
zata. Un contributo fondamentale a questa diffiesiénstato dato dal matematico americ&lo
dward N. Lorenz (19172008). Dopo aver lavorato come meteorologo pernilpG aereo dell'E-
sercito USA durante la Il Guerra Mondiale, Lorerzide di specializzarsi in questa disciplina e si
dedico alla realizzazione di un modello matematielta circolazione atmosferica. Con tale model-
lo, formato da un sistema di dodici equazioni défeziali, e utilizzando uno dei primi sistemi di
calcolo elettronico realizzato per fini civili inza studiare le statistiche delle precipitaziosi ee-
se conto che non sempre i cambiamenti climaticeyaoto essere correttamente previsti. Minime
variazioni dei parametri iniziali del modello pragwano enormi variazioni nelle previsioni a lungo
termine da esso prodotte. Lorenz inizio a dubitkela correttezza dei modelli statistici lineaiii ut
lizzati a quel tempo e cerco di esplorare la mateaalla base di tali modelli. Semplifico quindi
radicalmente il suo sistema originale della cirzmae atmosferica riducendolo ad un sistema di tre
sole equazioni differenziali ordinarie non-lineare descrivevano essenzialmentedavezione di
Rayleigh-Bénaré®. Ma fu in realta grazie a un provvidenziale ermdrapprossimazione numerica
nei programmi di calcolo utilizzati che Lorenz sdapel 1960 come, anche in modelli dinamici e-
stremamente semplificati, le soluzioni trovate preggvano insieme andamenti non periodici e una
dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali (v&igure 21). Come avrebbe ricordato qualche
anno dopo

«At one point | decided to repeat some of the coatjomis in order to examine what was
happening in greater detail. | stopped the compuigyed in a line of numbers that it had
printed out a while earlier, and set it running @gal went down the hall for a cup of cof-
fee and returned after about an hour, during whtiate the computer had simulated about
two months of weather. The numbers being printae wething like the old ones. | imme-
diately suspected a weak vacuum tube or some otmeputer trouble, which was not un-
common, but before calling for service | decidedsée just where the mistake had oc-
curred, knowing that this could speed up the sergiprocess. Instead of a sudden break, |
found that the new values at first repeated theooles, but soon afterward differed by one
and then several units in the last decimal placel then began to differ in the next to the
last place and then in the place before that. Ict,féhe differences more or less steadily
doubled in size every four days or so, until aleblance with the original output disap-
peared somewhere in the second month. This wagkrtouell me what had happened:
the numbers that | had typed in were not the esdgtnal numbers, but were the rounded-
off values that had appeared in the original prumtoThe initial round-off errors were the
culprits; they were steadily amplifying until thégminated the solution®®

(si veda ad esempio l'animazione proposta dalstm https://www.youtube.com/watch?feature=
fplayer_detailpage&v=FYE4JKAXSf)Y
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Fig. 21. Simulazione di Lorenz (da sirdsit matematico al lavoro, variazione della prang con le
condizioni iniziale, attrattodi Lorenz)

Lorenz presentod i suoi risultati in un simipoa Tokyo nel 1960, senza metterne in particolare
rilievo le novita, e poi in una rivista di settodgve scriveva invece:

«Certain hydrodynamical systems exhibit steadyedtatv patterns, while others oscillate
in a regular periodic fashion. Still others vary ia irregular, seemingly haphazard
manner, and, even when observed for long periodsnaf, do not appear to repeat their
previous history. ... Lack of periodicity is veymemon in natural systems , and is one of
the distinguishing features of turbulent flow.In.this work ... we shall deal specifically
with finite systems of deterministic ordinary naelr differential equations, designed to
represent forced dissipative hydrodynamical systeWie shall study the properties of
nonperiodic solutions of these equations. ... Ifagand that nonperiodic solutions are
ordinarily unstable with respect to small modificais, so that slightly differing initial
states can evolve into considerably different state If, then, there is any error whatever
in observing the present stateand in any real system such errors seem inevitakéda
acceptable prediction of an instantaneous statethia distant future may well be
impossible..In view of the inevitable inaccuracy and incompleteness of weather observa-
tions, precise very-long-range forecasting would seem to be nonexistent.» *°

Da scienziato pratico, impegnato in una disciptina un forte orientamento verso la capacita di re-
alizzare previsioni affidabili sull'andamento denbmeni studiati, Lorenz non era colpito in primo
luogo dai complessi aspetti matematici (geometritipologici) di cido che aveva scoperto ma dalla
loro conseguenza di impedire nei fatti ogni cagapitedittiva. E' questo dunque l'inizio della fase
moderna e consapevole della teoria del caos detstioo e della sua diffusione trasversale in qua-
si ogni ambito della ricerca scientifica.

Nello stesso anno (1963) della pubblicazidekesuo storico articolo, Lorenz tenne una confe-
renza presso I'Academy of Sciences di New Yorkesuh della predicibilita meteorologica, durante
la quale affermo:

«One meteorologist remarked that if the theory wereect, one flap of a sea gull's wings
would be enough to alter the course of the weatbeaver. The controversy has not yet
been settled, but the most recent evidence sediagar the sea gulbs.70

Parecchi anni dopo (1972), intervenendo al Congrassuale dell’Associazione Americana per
I'Avanzamento della Scienza, Lorenz conio la megattelleffetto farfalla per descrivere le conse-
guenze pratiche della dipendenza sensibile di nanfeno dalle condizioni iniziali del sistema in
cui avviene:

«Predictability; does the flap of a butterfly's wiop Brazil set off a tornado in Texas?

Lest | appear frivolous in even posing the titleesfion, let alone suggesting that it might

have an affirmative answer, let me try to placénifproper perspective by offering two

propositions.

I. If a single flap of a butterfly's wings can be mshental in generating a tornado, so
also can all the previous and subsequent flaptsafiings, as can the flaps of the wings
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of millions of other butterflies, not to mentiore thctivities of innumerable more power-
ful creatures, including our own species.

Il. If the flap of a butterfly's wings can be instrurti@nn generating a tornado, it can
equally well be instrumental in preventing a tornad

More generally, | am proposing that over ffears minuscule disturbances neither in-
crease nor decrease the frequency of occurrensradus weather events such as torna-
dos; the most that they do is to modify the sequéenwhich these events occur. The ques-
tion which really interests us is whether they daneven this - whether, for example, two
particular weather situations differing by a litthes the immediate influence of a single but-
terfly will generally after sufficient time evolugo two situations differing by as much as
the presence of a tornado. In more technical lamgyas the behavior of the atmosphere
unstablewith respect to perturbations of small amplituge?

Le teorie del caos
Lo storico della scienzdames Gleick(1954) ha osservato:

«Lo studio moderno del caos ebbe inizio con l'affacst graduale della consapevolezza,
negli anni sessanta, che equazioni matematicanmant® semplici potevano fornire mo-
delli di sistemi violenti come una cascata. Picatdifferenze in ingresso potevano generare
rapidamente grandissime differenze in uscita: utofeeno a cui € assegnato il nome di
“dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali”.eNa meteorologia, per esempio, questa
nozione si traduce in quello che é noto, solo aarpet scherzo, come “effetto farfalla”: la
nozione che una farfalla che agiti le ali a Pechina trasformare sistemi temporaleschi il
mese prossimo a New York

La metafora di Lorenz & certamente una delleagini mentali prodotte dalla scienza contem-
poranea che ha avuto piu successo, contribuendsoioralla nascita di un settore nuovo e trasver-
sale della ricerca scientifica ma anche alla foiore di punti di vista, di riflessioni epistemolegi
che e di vere e proprie teorizzazioni filosoficlufles natura della realta fisica e sulla possibilita
mana di descriverla e comprenderla. Le metafore pend armi a doppio taglio e puo capitare che
linterlocutore finisca fuori strada. E quasi ovasservare che sistemi molto complicati e fortemen-
te interconnessi possono essere estremamentei@ngibcole perturbazioni e reagiscono a queste
amplificandole, generando cosi effetti che appatahmlta imprevedibili e incontrollabili. Scrivé i
matematico ungheres@iszIo Lovatz (1948):

«Forty years later, a google search “butterfly effegenerates ten million answers. Sur-
prisingly most answers are not related to matheeosatr physics and one can find the most
improbable websites related to movies, music, @opuboks, video games, religion, phi-
losophy and even Marxism! It is very unusual thah@hematical idea can disseminate
into the general society. One could mention Tharatastrophe theory in the 1970's, or
Mandelbrot's fractals in the 1980's, but these tlepremained confined to the scientifi-
cally oriented population. On the contrary, chabsdry, often presented through the but-
terfly effect, did penetrate the nonscientific dagian at a very large scale. Unfortunately,
this wide diffusion was accompanied with an ovepsfination of the main original ideas
and one7£1as to admit that the transmission procediom scientists to nonscientists was a
failure.»

Abbiamo gia ricordato il punto di vista di MaxweMa gia ventritre secoli fa era stato sottoli-
neato d&ristotele, parlando di metodologia ed epistemologia, che:

«... la minima deviazione dalla verita viene in segmoltiplicata migliaia di volte.» "

e oltre duemila anni piu tar@idgar. A. Poeavrebbe scritto:
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«Per quanto riguarda l'ultima parte della supposia& si dovra considerare che la piu in-
significante differenza nei fatti delle due vicemmgrebbe dar luogo ai pit importanti er-

rori di calcolo, facendo divergere radicalmentedee sequenze dei fatti; proprio come in
aritmetica un errore che in sé non ha valore, dliae, moltiplicandosi da un punto

all'altro del procedimento, produce un risultatakanissimo dal vere.”

Tra coloro che hanno visto nei fenomeni del cadsrdenistico I'emersione di una natura non
solo non piu riducibile a fenomeni semplici e coataimente predicibili ma anzi caotica e indeter-
minata nei suoi livelli fondamentali ricordianilya R. Prigogine (19172003), chimico e fisico
russo naturalizzato belga, premio Nobel per la @amel 1977, che ha affermato:

«ll nostro universo fisico non ha piu come simbolmodto regolare e periodico dei pianeti,
moto che é alla base della meccanica classicani#de un universo di instabilita e flut-
tuazioni, che sono all'origine dell'incredibile whezza di forme e strutture che vediamo
nel mondo intorno a noi. Abbiamo quindi bisognadovi concetti e nuovi strumenti per

descrivere una natura in cui evoluzione e pluraissono divenute le parole fondamenta-
li.»"®

e René Thom (1923-2002), matematico e filosofo francese, vincitordad®&edaglia Field nel
1958 per le sue ricerche in campo topologico earsalmente noto piu tardi per la dearia delle
catastrofi che ha scritto:

«Molti fenomeni dell'esperienza comune, banali inst&Sssi al punto che spesso non si
presta loro alcuna attenzione, - per esempio, &perin un vecchio muro, la forma di una
nuvola, il percorso di una foglia che cade oppwesthiuma su un boccale di birra - sono
estremamente difficili da descrivere formalmentea,man & possibile che una teoria ma-
tematica sviluppata per questi fenomeni senza pegtessa alla fine essere piu utile alla

scienza che non i grandi acceleratori di partieé’’

Dal caos deterministico nasce cosi qualcesaudvo e diverso, non una teoria scientifica in
senso proprio ma piuttosto il tentativo di cosuin paradigma epistemologico, uno schema inter-
pretativo della realtd, non deterministico e fondailla termodinamica statistica piuttosto cheasull
meccanicatéorie della complessi}aNon manca neppure chi, come il filosofo e sagol francese
Edgar Morin (1921), nel tentativo di operare una riforma ratiicdel pensiero e della cultura si
spinge a sostenere:

«Qual e I'errore del pensiero formalizzante e quicditore che ha dominato le scienze?
Non é certamente quello di essere un pensiero fmpaate e quantificatore, e non &
nemmeno quello di mettere fra parentesi cio cheégunantificabile e formalizzabile. Sta
invece nel fatto che questo pensiero € arrivatoeglere che cio che non fosse quantifica-
bile e formalizzabile non esistesse, o non fosset'aitro che la schiuma del reale. Sogno
delirante, e sappiamo che niente & piti folle diairio della coerenza astratta’®

lo penso invece che il messaggio che Loreteva diffondere con la sua metafora della farfalla
fosse probabilmente questo: se € vero che vi simtens fisici e naturali talmente sensibili alle
condizioni iniziali da rendere impossibile upeedizionerealistica della loro evoluzione a lungo
termine, pur tuttavia la descriziosgtisticadel loro comportamento potrebbe essere ben foredata
praticamente utilizzabile. Ma una tale idea & mgito complessa (e anche difficile da diffondere)
di una metafora!

Il caos deterministico

Il lavoro di Lorenz del 1963 & esemplare gfearezza e concisione e si potrebbe dunque pensa-
re che esso abbia attratto immediatamente |'atirezilel mondo scientifico e dei fisici e matemati-
ci in particolare. Ma le cose non sono andate ¢sli1975, dopo dodici anni, quell'articolo era sta
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to citato in meno di altri venti lavori! D'altro 8D, I'ambiente scientifico dei meteorologi non era
normalmente frequentato da ricercatori di alti@ee in quegli anni la comunicazione scientifica
era esclusivamente affidata ai pre-print e allestéve congressi di settore. Il punto di svoltgifa-
prio il lavoro di Li e Yorke da cui siamo parfite alla fine degli anni "80 gli studi sul caos dete
nistico erano gia migliaia, i ricercatori coinvattbn erano piu solo matematici 0 matematici presta
ti ad altre discipline, ma fisici, astronomi, chaipibiologi, fisiologi, economisti, filosofi.

Yorke e Li avevano dimostrato che una seraptiquazione alle differenze finite con un solo
grado di liberta poteva avere soluzioni che mosimavun complesso comportamento aperiodico e
avevano coniato il termineaosper tutti quei fenomeni dove l'aperiodicita si anpagna a una di-
pendenza sensibile dalle condizioni iniziali. Avewanche dimostrato che, se in una equazione alle
differenze finite continua 1-dimensionale € presania traiettoria evolutiva triplicemente periodi-
ca, allora non solo vi € una dipendenza sensibille dondizioni iniziali ma esistono anche infinite
altre traiettorie periodiche.

In realta, quest'ultimo risultato poteva essécondotto alteorema di ordinamento di Shar-
kovsk)7 ® dimostrato nel 19642, Questo teorema contiene in sostanza i fondardetisi teoria to-
pologica dei sistemi dinamici 1-dimensionali, ureghil strumenti piu efficaci per studiare molti
problemi di dinamica evolutiva. In particolare,lavoro del matematico ucrainOleksandr M.
Sharkovsky (1936) ha riguardato le condizioni di esistenzpuditi periodici di periodo diverso e la
struttura degli attrattori in questi sistemi dinaimi

Nella ricostruzione del matematico americdobn M. Guckenheimer(1945), uno dei primi a
interessarsi del lavoro di Lorenz, si sostienestaestato proprio Yorke a informare Smale del lavo-
ro del meteorologo americano, la cui impostaziaaengolto diversa da quella topologica e qualita-
tiva caratteristica di chi allora si occupava diaini dinamici®’. | risultati ottenuti da Lorenz ave-
vano bisogno di un inquadramento matematico rigoperché le equazioni da cui si ricavavano
non soddisfacevano ai requisiti della teoria di BteéSmale. D'altro canto, oltre al sistema dinamico
di Lorenz, anche le equazioni di Liénard, van delr d®Duffing, le mappe di biforcazione di Fei-
genbaum e poi i risultati ottenuti oltre mezzo $eq@rima da Volterra e Lotka, da Birkhoff, da Ha-
damard, da Julia, da Poincaré costituivano tantechia nere in un panorama che la teoria di Mo-
ser-Smale pretendeva semplice e chiara. Ed & prgpest'ultimo paradigma quello che verra len-
tamente abbandondto

La scoperta di Lorenz si basava su risuttiéinuti in una simulazione numerica e non grazie a
una dimostrazione matematica rigorosa a partiresige@dma di equazioni utilizzato. Che queste ul-
time costituiscano un sistema caotico non era spaittdi provato, anche se esse erano divenute fa-
miliari agli studiosi di sistemi dinamicGuckenheimer®” eR. F. Williams ® hanno dimostrato che
esistono molti altri sistemi di equazioni differ@alzche esibiscono, in senso rigoroso, il comporta
mento caratteristico delle equazioni di Lorenz raa oche quest'ultime appartengono a quelle stesse
famiglie.

Nel 1979Guckenheimer e Williams hanno introdotto il cosiddettmodello geometrico di Lo-
renz®*, in cui si definisce un sistema dinamico iteratifidimensionale in modo tale da produrre ri-
sultati analoghi a quelli del meteorologo americaMon era tuttavia chiaro quale relazione esistes-
se tra le equazioni di Lorenz e questo modello ggonon. A meno di venti anni dalla pubblicazione
della scoperta di Lorenz, un intero libro e statdidato alle sue equazioni e ai molti problemi aiper
legati ad ess&. Esse sono state risofterigorosamente solo nel 2002 dal matematico svedese
Warwick Tucker (1970),seguendda linea tracciata dai matematici svediichael Benedicks
(1949) eLennart A. Carleson (1928) con il loro studio sulla dinamica caoticaudialtro importan-
te sistema dinamico (mappa di HénBn)ale la pena di ricordare che Carleson ha vihpsemio
Wolf nel 1996 e il premio Abel nel 2006.

C'é una differenza osservabile, oltre che condeftdia il caos molecolare di Maxwell e Bol-
tzmann e il caos dei sistemi non-lineari di Poié¢cafolterra, Van der Pol, Ueda, Smale e Lorenz. Il
primo é caratterizzato da fluttuazioni stocastiche fanno si che un sistema gassoso occupi tutti i
possibili stati fisici che costituiscono il suo gmadelle configurazioni e nasce dall'impossibilita
pratica di definire lo stato cinetico di ciascunal@eola. Il caos deterministico invece e caratieriz
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to da una dinamica evolutiva che porta asintoticaensetati iniziali diversi verso un insieme di stat
finali le cui dimensioni sono inferiori a quellelidespazio delle configurazioni. Questi stati-limit
(attrattori) sono sempre "immersi” in infinite alttraiettorie evolutive periodiche. E' interessante
chiedersi perché queste traiettorie periodiche siaealizzino mai in pratica. La risposta sta in un
aspetto fondamentale della dinamica caotica e @ queste orbite periodiche soingtabili e
guesto fa si che traiettorie vicine divergano pesgivamente, cosi come divergono le traiettorie del
pendolo semplice quando esso e inizialmente padta posizione di equilibrio instabile superiore.
Ma mentre le orbite del pendolo divergonouwte stato di equilibrio, quelle di un sistema caotico
divergono inogni punto dello spazio delle configurazioni. E' questtaittura di traiettorie periodi-
che instabili che genera la complessa e irregalaramica caratteristica di ogni sistema caotico.
Lorenz sembra avesse ben compreso questo aspstiaziede del caos e avesse riconosciuto che
non solo la non-periodicita implica la dipendenzansibile dalle condizioni iniziali ma che
guest'ultima e la causa fondamentale della nonguiécita.

Mentre l'articolo di Li e Yorke era ancora in attel stampa (ma era noto ormai da circa un an-
no come pre-print), un importante scienziato aliatraRobert M. May (1936), ingegnere chimico
e poi fisico teorico, tra i fondatori dell'ecolodgeorica, in quel momento a Princeton, fu tra mpr
capirne l'importanza e a utilizzarne i risultatl peoprio campo di studi. All'inizio del 1975 May,
giusto cinquant'anni dopo i lavori di Volterra etka, utilizzo il teorema dimostrato da Li e Yorke
per analizzare le piu semplici equazioni alle défeze finite non-lineari con cui si descrive la di-
namica su intervalli di tempo discreti di popoladite cui generazioni non si sovrappongono. May
trovo che:

«For biological populations with nonoverlapping geatons, population growth takes
place in discrete time steps and is described fgrdnce equations. Some of the simplest
such nonlinear difference equations cam exhibiemarkable spectrum of dynamical be-
havior, from stable equilibrium points, to stablglc oscillations with between two popu-
lation points, to stable cycles with four pointsen eight, 16, etc. points, through to a cha-
otic regime in which (depending on the initial ptgdion value) cycles of any period, or
even totally aperiodic but bounded population fliadions, can occur. This rich dynamical
structure is overlooked in conventional linearizetdbility analyses; its existence in the
simplest and fully deterministic nonlinear ("degpsitependent”) difference equations is a
fact of considerable mathematical and ecologicaérest. [...] In conclusion, it may be
emphasized that without an understanding of thgeaof behavior latent in deterministic
difference equations, one could be hard put to ns&kese of computer simulations or time-
series analyses of such modef&.

E' opportuno sottolineare che May nel suo artiettobuisce proprio a Li e Yorke la primogenitura
nell'uso del termine caos per descrivere questnidioa complessa.

Un anno dopo, May pubblicd un altro lavoragsta volta non su una rivista di settore ma sul
piu importante e diffuso periodico scientifico,tteb sfogliato dall'intera comunita dei ricercatori
L'articolo era dedicato all'analisi matematica eimglici modelli dinamici deterministici (si veda
I'Appendice Il):

«First-order difference equations arise in many exts in the biological, economic and so-
cial sciences. Such equations, even though simpledaterministic, can exhibit an surpris-
ing array of dynamical behaviour, from stable psjrtb a bifurcating hierarchy of stable cy-
cles, to apparently random fluctuations. There esasequently many fascinating problems,
some concerned with delicate mathematical aspddisecfine structure of the trajectories,
and some concerned with the practical implicatiandg applications. This is an interpretati-
ve review of them®

Esso e diventato rapidamente uno dei documentiafmedtali per la comprensione del caos deter-
ministico e per la diffusione trasversale di qudstaatica. In particolare, viene dettagliatamente
analizzato il comportamento di quel sistema dinanagite si dicenappa logisticaUna parte signi-

ficativa dell'articolo di May é dedicata alle texime geometriche e matematiche con cui individuare
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la presenza e le caratteristiche di una dinamicticzae gli obiettivi pedagogici non sono affatto
nascosti:

«The most important applications, however, may beagegical. The elegant body of
mathematical theory pertaining to linear systemsuffier analysis, orthogonal functions,
and so on), and its successful application to mamgamentally linear problems in the
physical sciences, tends to dominate even modgratlanced University courses in
mathematics and theoretical physics. The matheaiatituition so developed ill equips
the student to confront the bizarre behaviour exéibby the simplest of discrete nonlinear
systems, such as equation [logistiG,, = aX (1~ X;)]. Yet such nonlinear systems are
surely the rule, not the exception, outside thesigay sciences. | would therefore urge that
people be introduced to, say, equation [logistieklg in their mathematical education.
This equation can be studied phenomenologicallydbgting it on a calculator, or even by
hand. Its study does not involve as much conceptygtistication as does elementary cal-
culus. Such study would greatly enrich the studentuition about nonlinear systems. Not
only in research, but also in the everyday worlgalitics and economics, we would all be
better off if more people realised that simple imdr systems do not necessarily possess
simple dynamical properties>’

May ha insegnato in alcune delle piu prestigiosgarsita nel mondo anglosassone, ha ricoper-
to numerosi incarichi accademici e pubblici ed &cpresidente della Royal Society nel periodo
2000-5. Nel 2001 e stato insignito del titolo drtl@f Oxford.

Una delle caratteristiche "fenomenologichil' gvidenti della presenza del caos in un sistema
dinamico é costituita dalla comparsa di attratbornplicati dal punto di vista geometrico e topolo-
gico (hanno infattdimensione frattale denominatattrattori strani nel 1971 da&Ruelle e Takens
nel loro lavoro dedicato alla turbolenza, quatmaigrima dello storico librd” di Mandelbrot sui
frattali. Un'introduzione elementare sugli atwatstrani si pud trovare in un articolo divulgati
dello stesso Ruelle.

Un attrattore strano non & necessariamente ikaisudi unadinamica caotica Per quest'ultima
e infatti necessario che il sistema mostri unamipaza sensibile dalle condizioni iniziali. In altr
parole, € necessario che partendo da due statlirazbitrariamente vicini e appartenenti alla re-
gione di attrazione l'evoluzione del sistema coadpdma o poi a stati arbitrariamente lontani
sull'attrattore e successivamente a stati arkaimante vicini sullo stesso attrattore. Un sistema d
namico caotico e quindibcalmente instabile ma globalmente stabfleme abbiamo gia sottolinea-
to, questa dialetticencale/globaleé uno degli aspetti fondamentali nello studio dgtiesni dinami-
ci.

Esempi di attrattori strani caotici sono quelld_drenz e quelli ottenuti successivamente utiliz-
zando versioni semplificate (sia a tempo discré® & tempo continuo) del suo modello di dinami-
ca atmosferica: da parte Michel Hénon (1931-2013)%, di Otto Réssler (1940)*, diLeon Ong
Chua (1936)*. Nelle Figure 22 sono mostrati questi attratiasieme a quello scoperto teda
nel 1961, a quello caratteristico di un sistemalatere-preda analogo a quelli studiati\tzterra
e Lotka, a quello diAudrey Karperien (grafica computerizzata). Di quest'ultimo si p@ilere un’

Fig. 22a. Attrattore di Loren Fig. 22Attrattore di Hénon
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Fig. 22c. Attrattore di Rass| Fig. 22Attrattore di Chua

Fig. 22e. Attrattore di Wed Fig. 22f. Attiarie di Karperien

animazione sul sito welhttp://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/didarperien_Strange
Attractor.qgit

Vale la pena di spendere qualche paroltasalo diChua, iniziato nel 1983 quando era in vi-
sita presso |'Universita di Waseda in Giapponel®\allo studio del comportamento di circuiti e-
lettrici con resistori non-lineari. La ricerca agestue obiettivi principali: individuare un sisteffita
sico reale che potesse essere descritto dalle iegudel modello di Lorenz, in modo da dimostrare
che i fenomeni di caos deterministico non hannonatara puramente matematica, non sono nep-
pure semplicemente legati ai problemi di approagione aritmetica caratteristici defisnulazio-
ni numeriche, ma sono invece fenomeni fisici realisecondo luogo si trattava di dimostrare che
l'attrattore di Lorenz, ottenuto fino ad allorasalon simulazioni computerizzate, € un fenomeno
caotico in senso rigorosamente matematico. Il éwdaventato da Chua, che produce forme d'onda
oscillanti non periodiche, e estremamente semglifile da realizzare (I'elemento principale € un
diodo) e questo lo ha reso un esempio universabmaotb e quasi paradigmatico di sistema caoti-
co.

L'esistenza di attrattori caotici nel circudi Chua e stata confermata mediante simulazioeni n

meriche nel 1984 d&akashi Matsumoto *°, osservata sperimentalmente nel 198%d4). Zhong
96

eF. Ayrom * e dimostrata rigorosamente dallo stesso Chunal 1986. Nelle Figure 23 sono illu-
P me Rz
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Ciclolimits 4

Cielolimite non defirgtile Attrattore Strano g spirale di Chisa Atrattors Doubls Serall

(©)

Fig. 23. (a) Circuito di Chua, (b) diagrammaiorcazione,
(c) immagini all'oscilloscopio del cacal mircuito

strati il circuito di Chua, il diagramma di bifoziane relativo al suo funzionamento e una sequenza
di immagini ottenute all'oscilloscopio sullinsonga della dinamica caotica nel circuito.

In questo paragrafo un'ultima osservazionelagerosamente dedicata a un altro matematico
russo,Yakov G. Sinai(1935), che ha dato importanti contributi alla taanetrica dei sistemi di-
namici e ha avviato lo studio dgistemi dinamici stocasticBinai e Kolmogorov hanno dimostrato
che anche per quei sistemi dinamici il cui compuogato dettagliato & imprevedibile per la presen-
za di caos deterministico o di fattori stocastigpore ancora per la presenza di un numero elevato
di sottosistemi mutuamente interagenti puo essefieith una quantita (detentropia K-§ che mi-
sura la complessita o impredicibilita del sisterafutando il modo in cui esso "esplora” tutti i suoi
possibili stat?®. Questi strumenti hanno reso possibili avanzansgtificativi nella teoria statisti-
ca microscopica dei gas, nella teoria dei fluidbtilenti e nello studio dell'insorgenza di compor-
tamenti caotici nei sistemi quantistici. Nel 1968z ha introdotto l'idea diliardo dinamico
ovvero di un sistema ideale di forma quadrata aomstacolo interno (alterandone quindi le pro-
prieta topologiche, in modo simile a quanto fatttoeosessant'anni prima da Hadamard) e ha dimo-
strato che questo sistema € ergodico per tuttedsilli traiettorie della bilia in moto nonostarite
carattere caotico delle stesse traiettorie. | faflidinamici (vedi Figure 24) sono poi stati svibati
esplorando tutte le possibili forme geometricheisiinel piano.

(@) (b)
Fig. 24. Biliardi dinamici (a) di Sinai (gasldbrentz), (b) poligonale, (c) a forma di stadio
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Dal mito al logos, dal caos al cosmo

Il terminecaos deterministicacon il quale si € indicato anche il titolo di gteeintroduzione, si
presenta in verita come un ossimoro. Infattads significa assenza di regole, irregolarita, impre-
vedibilitd, mentre eterministico” significa regolare, prevedibile, e viene rifersdfenomeni ordi-
nati e pianificabili. E' allora opportuno, innatutio, cercare di precisare entrambi questi termini
per farlo dobbiamo ripercorrere la storia dellalorigine e la storia del loro significato.

«In principio vi era solo Po, il caos, senza lucensa calore, senza suono, senza movimen-
to. Poi si mosse e fece un gemito nell’'oscuritanicwio I'alba, apparve la luce e venne |l
primo giorno. Il calore si mescold con I'umiditaseformarono delle sostanze e delle for-
me sempre piu distinte, fino a che nacquero ladadierra e la volta celeste e divennero la
madre Terra e il padre Cielo. Queste generaronotptte le altre creature e gli dei.

(narrazione tradizionale polinesiana, citat&irGabbiani, L'universo
ingenuo - Tra mito e cosmologi&cuola estiva di Fisica AlF 2002)

«Dunque, per primo fu il Chaos, e poi Gaia dall'ampetto, sede sicura per sempre di tut-
ti gli immortali che tengono le vette dell'Olimpevwoso, e Tartaro nebbioso nei recessi
della terra dalle ampie strade, e poi Eros, il fallo fra gli déi immortali, che rompe le

membra, e di tutti gli déi e di tutti gli uomini @ nel petto il cuore e il saggio consiglio.

Da Chaos nacquero Erebo e nera Nyx. Da Nyx provenBtere e Hemere che lei partori

concepiti con Erebo unita in amose.

Esiodg, Teogonia 116-125 (Trad. di G. Arrighetti,
in EsiodoOpere Einaudi-Gallimard, 1998)

«Ante mare et terras et, quod tegit omnia, «Prima del mare, della terra e del cielo,

caelum Unus erat toto naturae vultus in che tutto copre, unico era il volto della
orbe, Quem dixere Chaos, rudis natura in tutto l'universo, quello che &
indigestaque moles Nec quicquam nisi detto Caos, mole informe e confusa, non
pondus iners congestaque eodem Non pit che materia inerte, una congerie di
bene iunctarum discordia semina rerum.  germi differenti di cose mal combinate fra
L loro.

E per quanto li ci fossero terra, mare ed
aria,malferma era la prima, non naviga-
bile I'onda, I'aria priva di luce: niente a-
veva forma stabile, ogni cosa s'opponeva
all'altra, perché in un corpo solo il freddo
lottava col caldo, I'umido col secco,il
molle col duro, il peso con l'assenza di
peso. Un dio, col favore di natura, sano
guesti contrasti: dal cielo separo la terra,
dalla terra il mare e dall'aria essa distinse
il cielo limpido. E districati gli elementi
fuori dall'ammasso informe, riuni quelli
dispersi nello spazio in concorde armomia.

Ovidio, Le Metamorfosjl: 5-9]; [I: 15-25]
trad. di L. Romano, Einaudi, Torino (2005)

In quasi tutte le cosmogonie mitologichejedahtiche civilta (egizia, mesopotamiche, orightal
come delle popolazioni primitive, & presente l'idds@ all'inizio dell'universo vi fosse uno stato,
un'entita, una materia primigenia priva di formaiiferenziata e disorganizzata. Da questo stato,
talvolta per generazione spontanea, piu spessioteevento di una volonta o un potere sovrannatu-
rale si sono generati il mondo, gli dei, gli uomgli animali.

Quello chéesioda intorno alla fine del VII secolo a.C., chiamgéog (chaog non coincide con
cio che i filosofi a partire da Talete identificacocome il principio di tutte le cose e neppure Eon
apyn (arché) di Anassimandro, ma é l'origine o l'inidicose che prima non erano, entita eterna ma

50



che non esiste dall'eternita, personificazioneodstthto primordiale di "vuoto" precedente la gene-
razione del cosmo da cui emersero gli dei e gliinorti termine "chaos" deriva etimologicamente
dalla parolaxaopa (voragine) e dal verbgaoyw (essere spalancato) e non ha dunque nulla a che
vedere con la sua attuale connotazione di "disefdin

Ha scrittAristotele:

«Gli uomini hanno cominciato a filosofare, ora comeorigine, a causa della meraviglia:
mentre da principio restavano meravigliati di frerdlle difficolta piu semplici, in seguito,
progredendo a poco a poco, giunsero a porsi problsempre maggiori: per esempio, i
problemi riguardanti i fenomeni della luna e quelkl sole e degli astri, o i problemi ri-
guardanti la generazione dell'intero universo. Ocaj prova un senso di dubbio e di me-
raviglia riconosce di non sapere; ed e per queste anche colui che ama il mito €, in un
certo qual modo, filosofo: il mito, infatti, & citetto da un insieme di cose che destano me-
raviglia; cosicché, se gli uomini hanno filosofgter liberarsi dall'ignoranza, € evidente
che ricercano il conoscere solo al fine di sapemoea per conseguire alcuna utilita prati-

cax 10

Quasi contemporaneo di Esiod@lete (6407 - 547? a.C.), ritenuto da Aristotele il primo filo-
sofo, spiega l'origine del mondo facendo si rifemto alle antiche narrazioni ma ricorrendo al ra-
gionamento e a esperienze ben note ai suoi contamgio per giustificarle. L'originalita di Talete
sta nell'aver trasformato la spiegazione mitologican principio di conoscenza fisica e metafisica,
conoscenza costituita da affermazioni di veritdadeahon per alcuni oggetti particolari, come avve-
niva per gli Egiziani e i Babilonesi, ma per urilitt d'oggetti contenuti nel mondo e per il mondo
stesso.

| pensatori della scuola di Mileto, Talefemassimandro (610-546 a.C.) Anassimene(586 —
528 a.C.), ricevettero da Egizi e Babilonesi nozioiguardanti I'aritmetica, la geometria,
l'astronomia. La loro filosofia non é tuttavia uttimizzazione del mito in continuitd con esso, ma
appare nella storia del pensiero come un modoutiel huovo di rappresentare la realta. Come gl
eroi omerici sono artefici del proprio destino enrsmggetti al puro fato cosi nel mondo agiscono
cause naturali, responsabili di tutte le trasfoioraze i cambiamenti di cui facciamo esperienza.
Essi quindi rivolgono la loro ricerca verso i feremnaturali, nella convinzione che sia possibile
trovare leggi generali che organizzano il mondo.

Con il terminegpoeig (physis natura) gli lonici intendevano sia l'insieme i che esiste o ac-
cade, sia I'elemento che sta alla base del tuttbeerappresenta la’natura” della natura stessa. La
radice diphysisé l'indoeuropedhu, legato abha luce: dunquephysissignificherebbe originaria-
mente kssere-lucecio che si mostra illuminato, quindi visibile ensprensibile. D'altro canto, il
termine "natura” coincide con quello di "cosmedduog), la cui radice &ens- che si rintraccia poi
nel latinocensergannunciare con autorita). L'annuncio autorevdie @éeterminazione non smenti-
bile, incontrovertibile, che non pud essere mensdigcussione: € la verita. Il cosmo & dunque il
mondo ordinato e organizzato, cosi come lo & urciésechierato per la battagfis.

Il passaggio dal mito &bgosé necessario per comprendere razionalmente laotnaatione
della natura dal caos al cosmo; esso costituiscpassaggio irreversibile e che ha condizionato
strutturalmente la storia dell’occidente, non splella della filosofia. Non é tuttavia concepihiie
tale passaggio in modo netto e improvviso con €adet primi pensatori ionici. La radicale diffe-
renza fra le due forme di espressione é infatti ¢tk investire una molteplicita di aspetti dellavi
sociale di quei popoli e, in particolare, del matidefinire ed organizzare la propria vita politiz
economicaBenjamin Farrington (18911974) afferma:

«... 1 primi filosofi appartennero alla categoria glée uomini attivi, interessati agli affari,
quali ci si aspetta appunto di trovare in una cittél genere. Tutto cio che sappiamo su di
loro conferma l'impressione che la sfera delle iéegei modi di pensare che applicarono
alla speculazione sulla natura delle cose in geleefarono quelli che essi derivarono dal
loro attivo interesse per i problemi pratici. Noraao dei reclusi intenti a ponderare su
guestioni astratte, non erano "osservatori dellduna" in senso accademico, ma uomini
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pratici e attivi, la novita della cui filosofia carsteva nel fatto che, quando essi volgevano
la mente a chiedersi come andassero le cose, bvé alla luce dell'esperienza quoti-
diana, senza riguardo per gli antichi miti. La lomdipendenza dalle spiegazioni mitologi-
che era dovuta al fatto che la struttura politicalativamente semplice delle loro fiorenti
citta in sviluppo non imponeva loro la necessit@gaernare per mezzo delle superstizioni,
come avveniva nei pil antichi imper®

La nascita della fisica moderna e il principio di ausalita

E' un'affermazione considerata talmente scontataodaaver piu bisogno di alcuna giustifica-
zione quella che sostiene che la fisica (e piteimegale la scienza) "classica" ha un carattere-dete
minista. Ma in questa sede e per la logica delodsscche intendiamo sviluppare & opportuno ri-
chiamare la genesi e la natura del cosiddigterminismo scientifico

La scienza moderna nasce come prodotto diagRétoluzione Scientifica che tra il Cinquecento
e il Seicento, grazie soprattutto alla riscopertadmatematica e della scienza ellenistiCiecam-
bio il modo di intendere non solo la conoscenzanarmaa la natura stessa, ovvero I'oggetto di stu-
dio di tale conoscenza. Cosa distingue la scienademma da tutte le forme di conoscenza che
I’'hanno preceduta? Cosa la rende cosi diversaiasge efficace, rispetto a tutte le filosofie natur
che erano state elaborate a partire dal VIl seadlo?

Esiste una vastissima letteratura storidasdfica, epistemologica su questo tema. Rompendo
un po' la consuetudine delle citazioni, voglio gabrdare soltanto la riflessione sviluppatakti
mund G. Husserl(1859-1938) nella sua ultima operal.@ crisi delle scienze europee e la fenome-
nologia trascendentale;)dove si sostiene che la scienza moderna é nétardatematizzazione
della naturacompiuta daGalileo Galilei (1564-1642), che ha posto cosi le basi di quel metodo
sperimentale su cui ancora oggi si regge I'intefarza moderna. Tutta I'opera galileiana scaturisce
dalla ferma convinzione che 'universo abbia umatsira rigorosamente matematica, come lo stes-
so Galilei sostiene in uno dei passi piu noti @ddgiatore!

«... questo grandissimo libro della natura, che agmmmente ci sta aperto innanzi agli oc-
chi (io dico I'Universo), non si puo intendere géma non si impara a intender la lingua e

conoscer i caratteri né quali & scritto. Egli é isier in lingua matematica e i caratteri son

triangoli, cerchi ed altre figure geometriche, senzjuali mezzi &€ impossibile a intenderne
umanamente parola; senza questi & un aggirarsi verde per un oscuro laberintd®*

La comprensione reale dei fenomeni della naturaigdq possibile solo imparandone il lin-
guaggio: la matematica. E’ proprio il nuovo ruaofondamentale importanza, attribuito da Galilei
alla matematica a costituire I'elemento decisive tra compiere alla conoscenza umana il salto
qualitativo rispetto a tutte le altre teorie delktura elaborate prima di allora.

«La filosofia, dal tempo della sua origine, nell'Agftita, voleva essere “scienza”, cono-
scenza universale dell'universo di cid che &; nonascenza quotidiana, vaga e relativa
(06éa, dOxa, opinione), bensi conoscenza razion&esfijuy, episteme, che si tiene su da
sé, conoscenza certa e incontrovertibile delle eaeiglegli effetti). Ma I'antica filosofia
non raggiunge ancora la vera idea della razionaktauindi la vera idea della scienza u-
niversale — era questa almeno la convinzione deddtori del’epoca moderna. Il nuovo
ideale el(l;g. possibile soltanto sull’esempio dell@aveimatematica e delle nuove scienze na-
turali.»

La nuova scienza naturale matematica ha quindidttbo di decifrare la natura scoprendone gli
insiti rapporti di causa ed effetto, che verranioo gspressi in termini di leggi naturali attraverso
una formulazione rigorosamente matematica.

«Galileo ... scopre la natura matematica, I'idea pdita, egli apre la strada a un’infinita
di scopritori e di scoperte fisiche. Egli scopréfrdnte alla causalita universale del mon-
do intuitivo, cio che da allora in poi si chiamesanz’altro (in quanto sua forma invarian-
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te) legge causale, la “forma a priori” del “vero” mndo (idealizzato e matematico), la
“legge delle legalita esatta”, secondo la quale tgiasi accadimento della “natura” —
della natura idealizzata — deve sottostare a legggitte» °°

Con la scienza galileiana, di conseguenza, mutheaitanodo di concepire la natura, intesa
non piu come manifestazione dedfécig greca o come prodotto dell’attivita creatrice doDna
come una fitta rete di rapporti di causa ed effatta foresta di simboli matematici tutta da scopri
re, da esplorare e da interpretare. Affeimenanuel Kant (1724-1804):

«Quando Galilei fece rotolare le sue sfere su dipiamo inclinato con un peso scelto da
lui stesso e Torricelli fece sopportare all'aria paso che egli stesso sapeva gia uguale a
guello di una colonna d'acqua conosciuta ... fu umalazione luminosa per tutti gli inve-
stigatori della natura. Essi compresero che la g vede solo cid che lei stessa produce
secondo il proprio disegno e che ... essa deveiogste la natura a rispondere alle sue
domande e non lasciarsi guidare da lei, per cos,diolle redini; perché altrimenti le no-
stre osservazioni, fatte a caso e senza un dispgestabilito, non metterebbero capo a

una legge necessarig™"’

Volendo attribuire a Galilei il merito di avere rgto dalla filosofia del passato le fondamenta
dellafilosofia naturaledel suo tempo, potremmo dire che Platone gli avekaito la concezione
del rapporto tra la matematica e la natura, Arid¢ota teoria della dimostrazione e Archimede il
metodo per utilizzare la matematica nella fisfale basi di un nuovo metodo di indagine conosci-
tiva erano gia state poste Beancis Bacon(156+1626) con il suo ragionamento induttivo, limita-
to perd da una concezione ancora sostanzialmentali®, qualitativa delle leggi di natura, e da
René Descarte$1596-1650), che estese la concezione razionalisticaaiconoscenza ispirata al-
la precisione e certezza delle scienze matematiobgni aspetto del sapere. Nello spostare la di-
scussione dalla domanda "cos'é vero?" all'altrac6da possiamo essere certi?", Descartes trasferi-
sce il potere di garantire la verita da Dio all'uités, da un'autorita esterna all'uomo alla capatita
giudizio di ogni individuo. Si tratta dunque di uaara rivoluzione antropocentrica, che eleva gli
uomini al livello di soggetti, esseri emancipatiatodi una ragione autonoma. Sosti€deorg W.

F. Hegel(1770-1831):

«Si giunge cosi alla filosofia moderna in sensitstreche inizia con Cartesius. Qui pos-
siamo dire d'essere a casa e, come il marinaio dopdungo errare, possiamo infine gri-
dare "Terral”. Cartesius segna un nuovo inizio urttiti campi. Il pensare, il filosofare, il
pensiero e la cultura moderna della ragione conanai con lui» **°

A portare a compimento il progetto di Galdestatolsaac Newton (1642-1727) il quale, con i
suoi Philosophiae Naturalis Principia Mathematicpose definitivamente le basi della fisica mo-
derna (e dunque dell'intera scienza moderna, iséoper secoli la meccanica newtoniana fu consi-
derata un modello da seguire e imitare per tutedtte discipline scientifiche) e con essa della-co
cezione deterministica dell’'universo, sostenend® lahconoscenza dello stato di un sistema fisico
in un particolare istante, anche arbitrariamentdtecpermette dideterminarecon assoluta preci-
sione e esattezza lo stato di tale sistema in igsakdtro momento, sia passato che futuro.

«Data aequatione quotcunque fluentes guantitateshwewnte, fluxiones invenire et vice
versa»

(dalla seconda lettera di Newton a Leibniz del 2dlwe 1676)

Lo strumento matematico necessario a quesiaose il nuovaalculus sono le equazioni diffe-
renziali (vedi Appendice A) con le quali & posshilescrivere I'evoluzione nello spazio e nel tempo
e le trasformazioni di ogni sistema fisico che asga modellare secondo gli schemi propri della
meccanica. Scrivladimir I. Arnold (19372010) in un suo notissimo trattato:

«Per il principio del determinismo (o di causalitd) Newton, il moto intero di un sistema &
univocamente definito dalla sua posizione inizidlig) OR" e dalla sua velocita iniziale
X(t,)OR". ... L'equazionex = F(x X t) & stata posta alla base della meccanica da Newton.

53



... In virtu del teorema di esistenza e unicitdaleljuazioni differenziali ordinarie la funzio-
ne F e le condizioni iniziali xjte x(t,) definiscono univocamente il motd*°

Il concetto aristotelico dtausalita, che domina la meccanica prima di Galilei, si rfesta a
quattro livelli: quellomateriale (ovvero le proprieta fisiche materiali di ciasatorpo), quellofor-
male (ovvero lo stato di un corpo, che muta di posiei@ennel tempo), quellefficiente(ovvero la
"virtu di muoversi" impressa ai corpi nei moti "léati"), quellofinale (caratteristico invece dei
"moti naturali" che spingono ogni corpo verso ibsluogo naturale"). Galilei, concludendo un pro-
cesso iniziato nel Medioevo, opera una prima figativa riduzione della causalita, dissolvendone i
livelli materiale e formale nella rappresentaziomeematica dei fenomeni. | corpi sono considerati
aggregati di punti materiali, privi di estensioné&eeui proprieta fondamentali sono la massa e l'e-
stensione. Il moto dei corpi si riduce alla desorie geometrica della loro traiettoria. La caugalit
finale € stata piu dura a morire, ripresentandsi/plte nella meccanica in forma di principi di-mi
nimo, da Fermat a Leibniz, da Maupertuis a Eulérfiee Hamilton. Tuttavia, la sua progressiva
trasformazione da concetto filosofico a rappressoite matematica ne ha via via dissolto gran par-
te del significato. In conclusione, la storia dellaccanica mostra come la matematizzazione dei fe-
nomeni del moto sia stato il processo attravergoale gran parte della originaria casualita aesto
lica si e dissolta, riducendosi al solo principicdusalita efficiente(o diragione sufficientecome
enunciato da LeibniZ}™.

L'unificazione della descrizione dei fenomeni fisiene fondata e perseguita facendo ricorso
al concetto dforza, articolato in due tipi fondamentali che riflettbancora, sia pure alla lontana,
la distinzione aristotelica tra moti naturali eleiati: da una parte l'attrazione gravitazionaledia-
ta dalla stesso Newton priva di qualunque spiegazichypoteses non fingo) e dall'altra tutte le
azioni dovute al mutuo contatto tra i corpi (sujleali Descartes aveva vanamente tentato di fondare
I'intera meccanica). E in realtd & abbastanza pilabehe sia stato anche questo carattere sincreti-
sta, di sintesi tra la concezione di Newton e umerpretazione matematicamente continuista della
natura e che negava l'esistenza del vuoto, a deeriétrapido successo della meccanica newtonia-
na. Questa sintesi fu compiuta dai pensatori ei daginziati del continente durante tutto il '700 e
un ruolo fondamentale deve essere attribuito @i@pliGottfried W. Leibniz (1646-1716) e alla
sua idea della "grande catena dell'essere" chgaspieniversale operare del principio di causalita
efficiente e consente la coesistenza dell'atomismtafisico e del continuismo matematico feno-
menologico. Ma un contributo forse anche piu gramdejuello dovuto a.eonhard Euler
(17071783), il quale realizzd materialmente la sintesila fisica newtoniana e il calcolo differen-
ziale di Leibniz, aprendo la strada ad un secbinagssante sviluppo dell'analisi matematicane i
sieme della capacita della fisica di utilizzare gjoestrumento per descrivere la realta naturale.

Il determinismo scientifico

L'immagine dell’universo consegnataci dalisida classica, cosi come proposta da Galilei e
Newton, descrive gli eventi della natura in modalago al funzionamento di un perfetto orologio
che aveva solo bisogno, pensava Newton, di essar&ato di tanto in tanto da Dio o che, come ri-
teneva Leibniz, andava avanti da solo in moto gagédn ogni caso, una macchina caratterizzata
da immutabile precisione e massima prevedibilita.

La definizionemeccanica celestper designare la descrizione (e la previsione)noeio dei
corpi del sistema solare si deveP@&rre-Simon Laplace (1749-1827) che, insieme a una folta
schiera di matematici e fisici del XVIII e XIX sdog sviluppd contemporaneamente la meccanica
analitica e la teoria delle equazioni differenzédde ne costituiscono il linguaggio e lo strumedito
lavoro. Di Laplace vale la pena di riportare quilbwmano universalmente noto ma raramente citato
nella sua interezza e che del determinismo sciemttfostituisce probabilmente il manifesto piu e-
splicito.

«Tutti gli eventi, anche quelli che per la loro pitezza non sembrano dipendere dalle
grandi leggi della natura, ne sono una conseguaiizattanto necessaria delle rivoluzioni
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del Sole. Nell'ignoranza dei legami che li uniscatitntero sistema dell'universo, li si &
fatti dipendere dalle cause finali o dal caso, setw che accadessero e si succedessero
con regolarita oppure senza un ordine apparente;queste cause immaginarie sono state
successivamente allontanate assieme ai confing delstre conoscenze e svaniscono inte-
ramente davanti alla sana filosofia che non vedesse altro che I'espressione della nostra
ignoranza circa le vere cause.

Gli eventi attuali hanno un legame con quellie li precedono, il quale é fondato sul
principio evidente che una cosa non pud cominc@essere senza una causa che la pro-
duca. Questo assioma, conosciuto con il nome dijpio di ragion sufficiente, si estende
alle azioni stesse che vengono giudicate indiffieréa volonta piu libera non pud dar lo-
ro nascita senza un motivo determinante; perchéssendo esattamente simili tutte le cir-
costanze di due posizioni, essa agisse in un mailagenesse dall'agire nell'altro, la sua
scelta sarebbe un effetto senza causa: essa sasdloba, secondo Leibniz, il caso cieco
degli epicurei. L'opinione contraria & un'illusiordello spirito che, perdendo di vista le
ragioni fuggitive della scelta della volonta netlese indifferenti, si persuade che questa si
determini da sola e senza motivi.

Dobbiamo dunque considerare lo stato presdetbuniverso come effetto del suo stato
anteriore e come causa di quello che seguira. Unelligenza che a un dato istante cono-
scesse tutte le forze da cui € animata la natuesituazione rispettiva degli esseri che la
compongono, se fosse inoltre abbastanza vasta tlepsore questi dati all'analisi, ab-
braccerebbe nella stessa formula i moti dei piungliacorpi dell'universo e quelli dell'a-
tomo piu leggero: nulla sarebbe incerto per esskfeturo, come il passato, sarebbe pre-
sente ai suoi occhi. La mente umana offre, nelldep®mne che ha saputo dare all'astro-
nomia, un flebile abbozzo di questa intelligenzmsue scoperta in meccanica e in geome-
tria, unite a quella della gravitazione universaldianno messa in condizione di capire
nelle stesse espressioni analitiche gli stati passduturi del sistema del mondo. Appli-
cando lo stesso metodo ad alcuni altri oggettialslla conoscenza, é riuscita a ricondurre
a leggi generali i fenomeni osservati e a prevedgrelli che dalle circostanze date debbo-
no provocare. Tutti questi sforzi nella ricerca ldeberita tendono ad avvicinarla senza
posa all'intelligenza che abbiamo appena concepita,dalla quale restera sempre infini-
tamente lontana. [...] La regolarita che I'astron@rti mostra nel moto delle comete ha
luogo, senza alcun dubbio, in tutti i fenomeni.cuava descritta da una semplice molecola
d'aria o di vapori é regolata in modo altrettanterto delle orbite planetarie: non vi e al-
cuna differenza fra di esse se non quella che ttentee nostra ignoranza.!*

Il determinismo di Laplace assume come foretsmil principio di ragion sufficiente e sembra
stabilire un parallelismo tra esso e il teoremasistenza e unicita delle soluzioni di un'equazione
differenziale (ordinaria), garanzia quest'ultimdlaossibilita di descrivere analiticamente e de-
terministicamente la totalita dei fenomeni deiMenso a partire dalla loro (completa) conoscenza
in un istante qualunque. E' questo, d'altro cahsenso della frase citata piu sopra di Arnolde éh
anche la concezione del determinismo di gran erit@sici-matematici contemporanei. Va tuttavia
sottolineato che una tale interpretazione & quasmonsuperficiale e schematica, per molti aspetti
anche imprecisa e in ultima analisi fuorvianteptimo luogo perché il principio di causalita asse-
risce che il moto di un corpo nella sua interezzbeterminato dalle circostanze in cui awviene (le
"condizioni iniziali" di posizione e velocita e farza agente), mentre il teorema di esistenza @-uni
ta delle soluzioni di una equazione differenziaied{ Appendice A), oltre a limitare severamente le
possibilita effettive di una soluzione univoca patidente in modo continuo dalle condizioni inizia-
li, restringe in ogni caso tale soluzione a un domdi esistenza strettamente locale (ovvero a un
intorno dello stato iniziale) e che puo essere @tpindefinitamente soltanto sotto ulteriori condi
zioni restrittive. Il parallelismo visto da Arnoldhplicherebbe allora un concetto di causalita valid
solo localmente.

Va sottolineatd®® che questa divergenza tra il principio di cauaglithe aspira per sua natura
alla globalitd) e i teoremi di esistenza e uni¢g@mpre strettamente locali), che € in sostanza una
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divergenza tra la metafisica e la matematica, fipsta per la prima volta dsiméon-DenisPois-
son (1781-1840) prima ancora cheugustin-Louis Cauchy (1789-1857) fornisse la versione pre-
liminare del teorema. Poisson trovo infatti cheaaioni differenziali molto semplici, se sottoposte
a condizioni iniziali particolari ma non prive d¥rsso dal punto di vista della fisica, avevano anche
soluzioni singolari (non ricavabili analiticamente dalle condizioniziali) che generavano evolu-
zioni possibili diverse del sistema consideratds&m rilevdo immediatamente che questo metteva
in discussione il determinismo della legge fisiesdtitta da quella equazione e non riusci a trovare
soluzione migliore di quella di affermare che ibblema poteva essere semplicemente trascurato in
considerazione della limitatezza delle situazigiche in cui esso si presentaval

In secondo luogo, il principio di causaliténnea una natura di tipo "predittivo”, ovvero I'asse
zione che Il'evoluzione di un sistema a partire miduo stato iniziale € completamente determinata
dalla conoscenza delle forze agenti non implicaessariamente che tale evoluzione sia conoscibile
né in forma completa né in forma approssimata aiga: Detto in altro modo, il contenuto del
principio di causalita ha carattepatologico e nonepistemologico D'altro canto, questa distinzio-
ne puo essere applicata allo stesso teorema tkmzase unicita. Esso infatti garantisce l'esistenz
di una soluzione, talora anche la sua unicita, oradice sostanzialmente nulla circa I'effettiva de-
terminazione numerica della soluzione, per l'gffatindividuazione della quale si richiedono con-
dizioni e metodi specifici. Dunque, lo stesso teméha un contenuto (geometricamente) ontologico
piuttosto che predittivl™

Nell'analizzare il determinismo scientificolLéplace e dunque la concezione di sé della saienz

prodotta dalla grande maggioranza degli sciendiatnte il Settecento e I'Ottocento, appare neces-
sario distinguere tra l'interpretazione ontologieh principio di causalita (o di ragion sufficiente
la sua interpretazione predittiva o epistemologi@anfondere o addirittura identificare queste due
interpretazioni puo portare ad errori come quelidhold (che in ultima analisi identifica la cono-
scenza degli oggetti e dei fenomeni naturali coloda attuale descrizione matematica) o servire a
realizzare ricostruzioni storiche ed epistemologicton altrimenti sostenibili di alcuni sviluppi
scientifici recenti. Penso in particolare alle afiazioni e teorizzazioni avanzate dal premio Nobel
per la chimicdlya Prigogine (19172003) che dalla scoperta dei fenomeni di caos detestigo,
ha tratto la conclusione del crollo del determirasnon solo sul piano predittivo ma soprattutto su
quello ontologico (la natura non sarebbe causalenéeterminata)*

Questa "imprevedibilita" della parte piu intidalla materia si riflette sulla indeterminabildél
cosmo stesso.. |l fisico delle particelle e scapetdei quarkMurray Gell-Mann (1929), premio
Nobel nel 1969, ha scritto:

«Se non siamo in grado di fare previsioni sul contgrmento di un nucleo atomico, imma-
giniamo quanto piu fondamentalmente imprevedihdelsomportamento dell’intero uni-
verso, anche disponendo della teoria unificataaletrticelle elementari e conoscendo la
condizione iniziale dell’'universo stesso. Al disop al di la di quei principi presumibil-
mente semplici, ogni storia alternativa dell'unigerdipende dai risultati di un numero in-
concepibilmente grande di eventi accidentdft®

E un altro premio Nobel, il biologo francedacques L. Monod(1916-1976), ha sostenuto
che:

«[Le alterazioni nel DNA] sono accidentali, avvengom caso. E poiché esse rappresen-
tano la sola fonte possibile di modificazione @sltd genetico, a sua volta unico deposita-
rio delle strutture ereditarie dell'organismo, nensegue necessariamente che soltanto il
caso ¢ all'origine di ogni novita, di ogni creazénella biosfera. Il caso puro, il solo caso,
liberta assoluta ma cieca, alla radice stessa deldmioso edificio dell'evoluzione: oggi
guesta nozione centrale della biologia non e pilipatesi fra le molte possibili o perlome-
no concepibili, ma & la sola concepibile in quaétibunica compatibile con la realta quale
ce la mostrano l'osservazione e I'esperienz4.

Il determinismo scientifico, cosi come prapoda Laplace, € invece fondato sul principio di
causalita inteso come principio essenzialmentelagita ed e ispirato a un riduzionismo materiali-

56



stico assoluto (tutti i fenomeni sono riconducihilienomeni materiali). In questa concezione non vi
e un dualismo tra la causalita globale del primcghiragion sufficiente e la causalita locale imtee
alla descrizione matematica dei fenomeni (le equmifferenziali) poiché esse non sono equiva-
lenti. Per risolveresattamentée equazioni della fisica occorrerebbe conosessgtamentéutte le
forze agenti e le condizioni iniziali del sisten@nsiderato:

«In un turbine di polvere che solleva un vento impsb, per confuso che appaia ai nostri

occhi, nella piu terribile tempesta provocata datv@pposti che sollevano le onde, non c'é
una sola molecola di polvere o d'acqua che siagastaso, che non abbia la sua causa
sufficiente per occupare il luogo in cui si trovalee non agisca rigorosamente nella ma-
niera in cui deve agire. Un geometra che conoscesadamente le differenti forze che a-

giscono in questi due casi, e le proprieta delldaoale che sono mosse, dimostrerebbe
che, secondo cause date, ogni molecola agiscesameinte come deve agire e non puo
agire altrimenti da come agisce (Paul-H. T. d'Holbach) **’

«Vediamo allora che ogni cosa procede in modo matiema cioe infallibilmente - nel
mondo intero, in modo che se qualcuno avesse Ufieisnte capacita di conoscere a fon-
do le cose, e avesse abbastanza intelligenza e rizepgo considerare tutte le circostanze
e tenerne conto, questi potrebbe essere un prefptairebbe vedere il futuro nel presente
come in uno specchio(Gottfried W. Leibniz ) **®

«Se conoscessimo esattamente le leggi della natiaraitiazione dell'universo all'istante
iniziale, potremmo prevedere esattamente la situezdello stesso universo in un instante
successivo. Ma se pure accadesse che le leggiatiaton avessero piu alcun segreto per
noi, anche in tal caso potremmo conoscere la situeziniziale solo approssimativamente.
Se questo ci permettesse prevedere la situazimessiva con la stessa approssimazione,
non ci occorrerebbe di piu e dovremmo dire chesiildimeno é stato previsto. Ma non é
sempre cosi; pud accadere che piccole differenite ocendizioni iniziali ne producano di
grandissime nei fenomeni finali(Henri Poincaré) **°

Le teorie del caos hanno molti meriti. Tra querith tuttavia, non mi sembra vi sia quello di
aver fornito un contributo rilevante all'evoluziodel dibattito sui fondamenti della fisica. In part
colare, la scoperta (o la riscoperta...) del caossaonbra rappresentare un‘evoluzione del problema
del determinismo, sebbene autorevoli filosofi, cdftael Popper, e autorevoli scienziati, conie
ya Prigogine abbiano sostenuto il contrario. In realta, lafasione nasce dall'uso ambiguo che si
fa della parola e del concetto di determinismo.ppmspesso e troppo superficialmente essi sono
intercambiati con la parola e col concetto di pdiviita. || determinismo scientifico, nella sua-ac
cezione laplaciana, ha un significato ontologicgsdeattiene al comportamento della natura, non al-
la conoscenza che l'uomo ha della natura.

«La critica del determinismo a partire dai sistenmiamici caotici € in realta basata su un
fondamentale equivoco e su un trucco alquanto evéddo spostamento surrettizio del li-
vello critico dal terreno predittivo a quello ontmjico. Trucco tanto piu scorretto in quan-
to assume come punto di partenza proprio una filagdi tipo empiristico che nega qual-
siasi valore reale ai modelli matematici utilizze®iamo qui di fronte a una di quelle tipi-
che manifestazioni di pensiero “debole” che, sdétweste di una critica del ruolo della fi-
losofia nella scienza, contrabbandano nella scienma pessima filosofia di ispirazione
grossolanamente empiristica. [...] La confusionelivalli di pensiero e di riflessione del
tutto diversi non aiuta la storia della scienzaaligppare I'importante funzione di fornire,
attraverso una disamina accurata e analitica demnteibuti di pensiero del passato, gli e-
lementi per una riflessione sui problemi della szie contemporanea.(G. Israel) '

«ll determinismo non & dato di esperienza, ma espuma esigenza a priori che sta alla
base di ogni esperienza possibile. Il determinisraduce semplicemente il postulato che
esiste una scienza, capace di procurarci una rapgnéazione razionale della realta, senza
che sia possibile tracciarle un limite necessari¢F. Enriques) **

57



Non c'e alcun punto di svolta, alcuna fratfilosofica operata dalla scoperta del caos. L'esi
stenza di sistemi dinamici caotici non risolve,gbér non affronta, il problema (aperto) del determi-
nismo a livello macroscopico. E il motivo & predtidto: perché a livello dei sistemi dinamici ma-
croscopici, che si comportano in modo caotico inseguenza della estrema sensibilita alle condi-
zioni iniziali, I''mpossibilita di conoscere consatuta precisione il presente &€ gnoseologica, men o
tologica. Nessuno discute che un sistema dinama@escopico, che si comporta in modo caotico,
sia, a differenza di un sistema quantistico, seripto stato perfettamente definito. Sono i nostri
limiti che ci impediscono di verificarlo. Quello ehdunque, i sistemi dinamici caotici mettono in
discussione non ¢ il determinismo, ma la preditibdel mondo. Il caos sancisce la nostra incapaci-
ta di fare previsioni esatte sulla evoluzione deilerso macroscopico e delle sue singole pari, ch
sia valida o no la causalita rigorosa. Constata&sta nostra incapacita, scegliamo di analizzare il
mondo con una razionalita probabilistica. Propdme suggeriva Laplace.

«A differenza del rapporto di causa-efetto, che & categoria ontologica, la predicibilita
€ una categoria epistemologica con uno status atooivvio; in effetti, cid che un tempo
sembrava impredicibile in linea di principio & oxésto come predicibile in un qualche
senso e viceversa. Sia il tipo che la probabilitaogni predizione dipendono dalla nostra
conoscenza delle leggi generali e delle situazgpdcifiche. D’altra parte, il rapporto di
causa-effetto € un modo di comportamento delle nesenondo reale. La predicibilita,
una capacita umana variabile, non rispecchia il papto di causa-effetto al livello della
conoscenza; essa € radicata in tutti i tipi di detmazioni legittime, incluso il rapporto di
causa-effetto. [...] Ed & anche evidente che il deil@smo ontologico € compatibile con il
probabilismo epistemologice(M. Bunge) *?*

«Una scienza di tipo aristotelico, che parte dal serwomune e si basa sulla percezione
sensibile, non ha bisogno di appoggiarsi a una figta. Essa vi conduce, non parte da

guesta. Una scienza di tipo cartesiano, che postwalore reale del matematismo, che

costruisce una fisica geometrica, non puo fare aaondi una metafisica. E anzi non pud

fare altro che cominciare da essa. Cartesio lo sap&€ome lo sapeva anche Platone che,
per primo, aveva abbozzato una scienza di qugsto ti

L’'abbiamo dimenticato. La nostra scienza va avagtiza occuparsi molto dei suoi fonda-

menti. Il suo successo le basta. Fino al giornoununa “crisi” — una “crisi dei principi”

— le rivela che le manca qualche cosa: cioé capiteche fa» (A. Koyré) *#

NOTE

[1]  Con il terminevarieta n-dimensionalesi intende la formalizzazione appropriata del ednc
to di “superficien—dimensionale”. Sono varieta pee 2, il piano, il cilindro, la sfera, il toro,
tutto R“0 un qualunque suo sottoinsieme aperto. E’ unaetéan-dimensionale il toro
T" =R"/Z". E’ una varieta tridimensionale I'insieme di tuéematrici di rotazione (le ma-
trici ortogonali 3 x 3 con determinante uno), cbetituisce lo spazio delle configurazioni del
corpo rigido

[2] ungruppo € una struttura algebrica formata da un insienrevamto con un'opera-
zione binaria interna (ad esempio, la somma oadetto) che soddisfa gli assiomi,
dell'associativita e dell'esistenza dell'elemergotro e dell'inverso. dli assiomi sono
soddisfatti da numerose strutture algebriche (&g, i numeri interi con l'operazione di
addizione) ma essi sono molto piu generali e pnéstio dalla natura particolare del gruppo
considerato. Il ruolo chiave dei gruppi in numerasee interne ed esterne alla matematica ne
fa uno dei concetti fondamentali della matematicaenna. Il concetto di gruppo nacque da-
gli studi sulle equazioni polinomiali, iniziati davariste Galois(1811-1832); si & poi svilup-
pato grazie a contributi provenienti da altri settiezlla matematica come la teoria dei numeri
e la geometria ed & stato generalizzato e deftdtailmente intorno al 1870.
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[3]

[4]

[5]

[6]

L'hamiltoniana di un sistema fisico & una funzione scalare regadavalori reali tramite la
guale e possibile descrivere la dinamica del siatatiizzando un sistema di variabili dina-
miche (posizioni generalizzate e momenti coniugadie coordinate nello spazio delle fasi.
Sotto opportune condizioni il valore dell'hamiltana coincide con I'energia totale del siste-
ma ma essa non € in generale associata aII'enEitgimniItoniana di un sistema viene ricava-
ta a partire dalldagrangianadello stesso sistemaC(q;,q ,t) = B, = Epot), calcolando in-
nanzitutto imomenti coniugati p, (q q, ) ac/og (i=1,2,.. n) e successivamente appli-
cando alla Lagrangiana una trasformazione di Le@md(qi, n.t) :z qp-L. L'evolu-
zione del sistema é descritta dabpiazioni di Hamilton [

dq _oH dn__OoH  OH__oL
dt dp’ dt aq ot ot

Si diceparentesi di Poissorun'operazione differenziale binaria definita da
fuh = Z(au ov_du avj
oG 0 9p 0

dove u(q, p;) e v(q, p;) sono funzioni delle variabili dinamiche canonicBe una fun-
zione f (qi, pi) e costante su una traiettoria evolutiva (cioeosserva) Si hé f ,H} =0.

Si chiamatoro una superficie a forma di ciambella. Essa pud esséenuta come superficie
di rivoluzione, facendo ruotare una circonferedageneratrice intorno a un asse di rotazio-
ne appartenente allo stesso piano della generatidcdisgiunto da questa. Il termine deriva
dal latinotorus che indicava, fra le altre cose, un tipo di cus@nforma di ciambella. Dal
punto di vista topologico, un toro puo essere d@ficome il prodotto di due circonferenze o
come il risultato della incollatura dei lati opfiadi un quadrato.

Da un punto di vista geometrico, frattale &€ un insieme di punti dotato di omotetia interna,
ovvero che contiene forme che si ripetono a sdakrsk. Se la replicazione e esatta a tutte le
scale l'insieme si dicautosimile Un frattale non é costituito da una combinazisemplice
(unione o intersezione) di oggetti geometrici eletag come punti, linee, superfici, sfere, to-
ri, varieta) poiché le sue proprieta variano cosdala in un modo qualitativamente diverso.
Se si moltiplica per un fattotela lunghezza dei lati di un poligono la sua supiErfaumenta

di un fattorek’; se si aumenta di un fattokel raggio di una sfera il suo volume cresce di un
fattorek®;, otto volte. In entrambi i casi la proprieta gesirita scalata varia di un fattok,
doven e la dimensione geometrica della proprietdilefattore di scala applicato alle dimen-
sioni. Ma se la stessa operazione viene condottasnsieme frattale, le sue proprieta spa-
ziali variano in generale di un fattore diversokial'idea alla base dei frattali & nata nel
XVII secolo insieme all'operazione di ricorsioneutia funzione; il nome e stato invece co-
niato nel 1975 dal matematico di origine polaBemoit B. Mandelbrot (1924-2010), come
derivazione dal latindractus Diversamente dagli insiemi regolari cui si attigte una di-
mensione in termini topologici (numero intero deliemensioni geometriche dell'insieme o
dei parametri indipendenti necessari a descrivengoi elementi), un frattale ha bisogno di
essere "misurato” |n modo piu sofisticato, per medzuno strumento dettdimensione di
Hausdorff-Bezicovit *** che esprime la grandezza locale di un insieme timennto della
distanza tra i suoi punti (metrica). Supponiame Afsia un insieme strettamente contenuto
in uno spazio metrico-dimensionale. Si dicmisura d-dimensionale di Hausdodif A, dove

d & un numero reale non-negativo, I'estremo inferd®i numeri reali positis tali che, per
ogni numero reale positivg A possa essere ricoperto per mezzo di una famighaenabile

di insiemi chiusi, ognuno di questi avente diamétferiore ar, in modo tale che la somma
delle potenzel-esime dei loro diametri sia minore sliQuesta misura si indica cétf (A) e
pud anche essere infinita mentt@on &€ necessariamente intero. Si chiama indéoensio-
ne di Hausdorff di Alestremo inferiore dei numetiiche rendono null&® (A). La misura di
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[7]

[8]

[9]

[10]

Hausdorff puo essere normalizzata in modo taleikcbao valore per gli insiemi regolari
coincida con quello ricavato da considerazioni togiche.

La topologia € lo studio matematico delle "forme", in particelali quelle proprieta di uno
spazio che si conservano per trasformazioni coat{compresi stiramenti e piegature ma e-
sclusi strappi e incollature). Tra queste proprigtérdiamo la connettivita, la continuita e la
frontiera. La definizione e dovuta originariameateeibniz, che scrive:

«[...] nonostante tutto il progresso che ho fattaguresti ambiti, non sono ancora sod-
disfatto dell'algebra, poiché essa non fornisce meetodi piu rapidi, né le piu belle co-

struzioni della geometria. Per questo credo, pearga riguarda quest'ultima, che ci

serva un altro tipo di analisi, strettamente geamate lineare, che esprima la posizio-
ne [situm] esplicitamente cosi come l‘algebra eswriesplicitamente la grandezzéz.g

L'insieme di Cantoré un sottoinsieme dell'intervallo [0,1] dei numeali definito in modo
ricorsivo. Si parte dall'intervallo [0, 1] e a ograsso Si rimuove un segmento aperto centrale
da ogni intervallo. Al primo passo rimuoviamo iltteeintervallo ]]/3,2/2{(9 rimaniamo
quindi con due intervallf0,% O] 2 3,]. Al secondo passo rimuoviamo un segmento aperto
centrale in entrambi questi intervalli (avente lnegza un terzo della lunghezza del segmen-
to, come al primo passo), e otteniamo quattro walérancora piu piccoli. L'insieme di Can-
tor consiste di tutti i punti dell'intervallo di ganza [0, 1] che non vengono mai rimossi da
guesto procedimento ricorsivo: in altre parol@siéme che rimane dopo aver iterato questo
procedimento infinite volte. Esso € anche dettvere di CantorLa misura dell'insieme di
Cantor € nulla; infatti, a ogni passo viene eliminda ogni insieme un sottoinsieme di di-
mensione 1/3 del totale. Alla fine dell'iterazi@ielimina complessivamente un sottoinsieme
la cui misura € data dalla somma della serie ga@raet

e hd n

n=0 n=0
Si dimostra che l'insieme di Cantor ha la cardiaatdiel continuo (pur essendo costituito da
punti isolati come 1/4, 1/3, 2/3, ...) e che é watéle la cui dimensione di Hausdorff
In2/In3= 0,6309..

©l

Un punto nello spazio delle fasi di un sistema hita si diceomoclino quando traiettoria
evolutiva passante per esso si avvicini asintotez@ma un punto di equilibrio. Una traietto-
ria passante per un punto omoclino & a sua volta denoclina. In termini topologici, una
traiettoria omoclina unisce urpunto di equilibrio a sella se stesso. Piu precisamente, una
orbita omoclina si trova nell'intersezione dellaieta stabile e della varieta instabile di un
punto di equilibrio. | punti omoclini e le orbitanocline sono definiti in modo analogo per i
sistemi dinamici a tempo continuo e per quellirage discreto.

La congettura di Poincaréé stata considerata durante il XX secolo il pijpamante pro-
blema insoluto della topologia. Enunciata nel 198ka afferma chegoi varieta tridimen-
sionale semplicemente connessa e ch{osaia compatta e senza boréipmeomorfa a una
sfera tridimensionaléossia si ottiene da questa per una trasformaziontnua e invertibile
senza strappi). In altre parole, la congettura dimla sfera e l'unica varieta tridimensionale
"senza buchi", cioé dove qualsiasi cammino chiusd @ssere contratto fino a diventare un
punto. Dopo il lavoro di Smale, la congettura tiguh provata per tutte le dimensioni supe-
riori a 4. Nel 1982, Michael Freedman avrebbe tistd congettura nello spazio a 4 dimen-
sioni, mentre l'ultimo tassello della dimostrazipgeello in dimensione 3, sarebbe arrivato
solo nel 2002, ottenuto da Grigori Perelman corodiaton topologici. (si veda lI'animazione:
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/#%/g_and_Torus_morph.qgif
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[11]

[12]

[13]

La teoria di Morse € uno strumento che consente di studiare le @@ptdpologiche di una
varieta studiando le funzioni differenziabili defexsu di essa. Si dice che una funzione a va-
lori reali regolare (continua insieme alle sue \d#g) definita su una varieta differenziabile
ha unvalore criticoin un punto del dominio (detto anch'esso crit@oye il suo differenziale
si annulla. Un punto critico si dicen-degenerse in esso lanatrice Hessianaella funzio-
ne considerata € non-singolare (ha cioé determgndinerso da zero). | punti critici non-
degeneri sono sempiwolati. Se la funzione possiede punti critici non-degersédicefun-
zione di Morse Gran parte delle funzioni regolari sono di Moesegni varieta differenziabi-
le ne possiede (almeno) una. Lo studio delle petépdei punti critici delle funzioni di Morse
consente di ricavare risultati fondamentali sulfeppieta omotopiche e omologiche di una
varieta e di classificarla topologicamente

Nel 1964 il matematico ucrair@leksandr M. Sharkovskii (1936) ha dimostrato il cosiddet-
to teorema di ordinamentq il quale asserisce che un sistema dinamico ueidgonale a
tempo discreto (descritto cioé da equazioni alffedinze finite anappé puo possedere so-
luzioni periodiche @rbite o cicli) di periodo diverso, ordinate regolarmente e irdmstabile
secondo la sequenza di numeri naturali

1,222, ..2_, .13, 5%2. 8% .. T2 (B2 [B2
5 9.7.5.3

oppure guella inversa. In questo ordinamento shbdutte le potenze di 2 in ordine crescen-
te, poi tutte le potenze di 2 in ordine decrescarfi@tore con tutti i numeri dispari in ordine
decrescente. Notiamo che ogni numero naturale cempaa e una sola volta all'interno
dell'ordinamento di Sharkovskii. Esso € quindi udimamento totale sui numeri naturali. Il
teorema di Sharkovskii afferma che se non esisteiala 8-periodico, non puo esistere nes-
sun ciclo all'infuori di quello 2-periodico e di gjio 4-periodico. In particolare, se non esi-
stono orbite 2-periodiche, non vi saranno orbitaldiin periodo. D'altro canto, I'esistenza di
un' orbita di periodo 3 garantisce l'esistenzarkite di ogniperiodo! Il comportamento di un
sistema dinamico in cui sia presente l'orbita 3guita € dunque estremamente complicato,
proprio come avevano trovato per un‘altra via Yakea, dando quel titolo al proprio storico
lavoro.
Un importante corollario del teorema di Sharkovsigbilisce poi che, se la mappa del siste-
ma dinamico dipende da un parametro, quando gliiestwaria si generano in modo ordi-
nato altre soluzioni periodichdiagrammi di biforcazione La sequenza o ordinamento delle
biforcazioni (raddoppiamento del periodo) e la d&gi con cui esse si realizzano sono uni-
versali, le stesse per ogni sistema dinamico dsc8e si indica con, il valore del parame-
tro del sistema per cui si genera il primo ciclgéiiodo 2, si ha

jim 20"t _ 5 [14,669201609102.,

N-®Ans1 = n
che ¢ il cosiddettaumero di Feigenbaum
Il teorema di Sharkovskii fu pubblicato in russousia rivista ucraina divenne noto in Occi-
dente solo con la pubblicazione nel 1977 di urcalti a esso dedicato del matematico slo-
vaccoP. Stefane poi della traduzione inglese (1995) dell'articotiginale. Nella sua storia
della teoria del caodames Gleickraccontadi un avventuroso incontro avvenuto nel 1976 a
Berlino Est, in piena Guerra Fredda, tra Sharkawskino Yorke ancora inconsapevole che
l'articolo dell'anno prima al quale doveva la piagama aveva un fondamento matematico
che risaliva a oltre dieci anni primal

la convezione di Rayleigh-Benardlescrive i moti convettivi che si manifestano maottile
strato di fluido disposto orizzontalmente e risaesdddal basso. Nel sistema considerato si ha
una variazione verticale ed uniforme della tempeeatche diminuisce con l'altezza e che ri-
duce la tensione superficiale. Fino a quando lazmne di temperatura € piccola tra l'inter-
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no e la superficie si ha unicamente un fenomemouiluzione termicaenza trasporto di ma-
teria. Quando la variazione di temperatura (intéeeihhumero di Rayleigliel fluido) supera
un certo valore critico ha inizio un meccanismaaiivezione che, in condizioni stabili, ap-
pare sorprendente: il moto del fluido si strutturaina serie di cellette, chiamatelle di Bé-
nard. Queste celle rappresentano uno degli esempidiasi di struttura dissipativa caotica.

[14] La successione di Fibonacci pud essere espressa com
Fon=Fna+Foo (FO: 0,F =F,= ])
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APPENDICE I: Breve excursus sulle equazioni differenziali

Semplificando in modo drastico, si dice egu@e differenzialein‘equazione che lega una fun-
zione (dipendente da una o piu variabili) e le dagvate. Limitiamo il nostro interesse alle sole
equazioni in campo reale. Nel caso in cui la funei@onsideraty sia definita in un intervallo
dellinsieme dei numeri reali, un‘equazione diffeiale ad essa associata si dicuazione diffe-
renziale ordinaria (spesso abbreviato con ODE, acronimamuinary differential equation La
scrittura generale di un'‘equazione differenziatbnaria in una variabil& puo essere espressa nella
forma:

F(xy(3, AR, Y Yo (Y= ¢ (A1)

Si chiamaordine o grado dell'equazione il grado della piu alta derivatagente. La funzione
deve essere definita localmente, ovvero deve ldgdtenzioney e le sue derivate nello stesso pun-
to. L'equazione si dickneare se la funziong e le sue derivate vi compaiono solo alla primapot
za, altrimenti & dettaon-lineare. L'equazione si dicautonoma se la funziond- non dipende e-
splicitamente dalla variabibe L'equazione differenziale si dice in formarmaleo esplicita quan-
do puo essere scritta come:

Y (%)= 6 x ¥ 3. A .Y Ko TN (A2)

Se la funzionds contiene un termine dipendergeltantodalla variabilex, questo termine si dice
sorgente dorzante in caso contrario I'equazione si dmmogeneaDi solito, la funzionegy, le sue
derivate e ogni altro termine che compare nelleifum F 0 G sono assunte come funzioni continue
sullo stesso intervallo. Le funziogj F e G devono inoltre essere derivabili quante volte sger
I'esistenza dell'equazione differenziale.

Data un'equazione differenziale ordinaria)(Atha funzioneu(x) a valori reali € una susolu-
zione (o integrale se essa e differenziabile quante volte servérgativallo in cui e definita la fun-
zione incognityy (e la stessa equazione differenziale) e in ognigdi tale intervallo si ha:

F(xu(9, 03, Y ... P ¥)=0. (A3)

Se la funzionel e definita sull'intero insieme dei reali, essdisé soluzionglobale Una soluzione

si dicegeneralequando contiene tanti parametri numerici indipetidEostanti di integraziong
quant'é l'ordine dell'equazione differenziale, mesi diceparticolare quando il valore di quei pa-
rametri viene univocamente fissato in modo da sfdd a certe condizioni matematiche assegnate
sulla funzione incognitg e/o sulle sue derivate. Queste condizioni si di@rcontorno (o iniziali,

in particolare quando la variabieha il significato di un tempo o di un ordinamentdha soluzio-

ne si dice invecsingolare quando non pud essere ricavata a partire da unzigte generale. Le
ODE lineari omogenee godono dell'importante praarahe le loro soluzioni costituiscono un sot-
tospazio lineare dello spazio funzionale cui agpagono. In altre parole, la combinazione lineare di
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due o piu soluzioni & ancora una soluzione. Le Qib&ari disomogenee hanno soluzioni che pos-
sono sempre essere scritte come somma di una @odudell’equazione omogenea associata e di
una soluzione particolare dipendente dal termineafte.

Le condizioni sotto le quali un‘equaziondadé#nziale ordinaria ammette soluzioni sono abba-
stanza generali. Esistono due teoremi, uno diesitienza delle soluzioni (dovuto a Peano) ed'altr
invece di esistenza e unicita (dovuto a Cauchygadtema di Peancstabilisce che

dato un sottoinsieme aperto D ®BixR e una funzione continua F, definita su D e a valo-
ri reali, 'ODE y(X)=F(x y( ) insieme alla condizione inizialey(%)= yp, con
(xo, yo) 0D, possiede una soluzione locale espressa dalladnezealeu(x) definita in

un intorno | del puntox e tale cheu(x) = F(x u( X)) per tutti i punti dell'intorno .

La soluzione non e necessariamente unidgollema di Cauchy-Lipschitz (o di Picard-Lindelof)
asserisce invece che

dato un sottoinsieme aperto D BixR e una funzione F, definita su D e a valori reali,
uniformemente continua in x e lipschitziana in'YODE y(X) = F(x y( ) insieme alla
condizione inizialey(x,) = yp, con (%o, Yo) D, possiede una sola soluzione locale e-
spressa dalla funzione reala(x) definita in un intorno | del puntogye tale che
u(x) = +jx0 F(t u(9) dt per tutti i punti dell’ intorno 1.

La soluzione cosi trovata non puo in generale essstesa ad intervalli piu ampi di un intorno del
punto iniziale o a tutto l'insieme dei reali. Ibtema di Cauchy pu0 essere generalizzato (condizio-
ne di esistenza di Carathéodory) in modo che passssere considerate soluzioni quasi ovunque di
un'ODE anche funzioni particolari come il gradindigaviside o la funzione di salita.

Le equazioni differenziali non lineari somogenerale assai difficili da risolvere analiticanee
anche quando i teoremi di esistenza e unicita gacamo che vi sono una o piu soluzioni. Questa
difficolta & legata fondamentalmente all'imposdibiti dividere un problema non lineare in parti
che possano essere risolte separatamente e pobiitate tra loro. Non vale in sostanza il principio
di sovrapposizione delle soluzioni, che caratterizxece i problemi lineari.

Si osservi che una qualunque ODE di ordite forma esplicita pud sempre essere trasformata
in un sistema dn ODE del primo ordine esplicite. Infatti, se si idefconon funzioni incognite
¥ (%)= )k'_l (y=d* y dk? (i =01,2,..n), l'equazione (A2) pud essere trasformata nedsiat
di n equazioni accoppiate

1=Y2

V2= Y3

c (A4)
yn—1: Yn

Yn = G(X’ Moo >ﬁ)

a ciascuna delle quali possono essere (eventuaineoplicati i teoremi di esistenza e unicita della
soluzione.

Una equazione differenziale in cui la funddncognita y) dipenda da piu di una variabile e
che contiene le derivate parzialiydrispetto a pit di una variabile si dieguazione differenziale
alle derivate parziali (PDE, acronimo dpartial differential equatioh A tali equazioni si puo ap-
plicare una classificazione e una terminologiasawstlmente equivalenti a quelle utilizzate per le
ODE.

Molte equazioni differenziali della fisicarsmPDE lineari: I'equazione di Poisson per il peten
ziale, lI'equazione di Laplace, quella di d'Alemidgtle onde, I'equazione di Fourier della condu-
zione termica, l'equazione di Helmholtz, I'equagiaih Klein-Gordon ne sono esempi fondamentali.
Ma molte altre non sono lineari: tra le pit impottaicordiamo le equazioni della fluidodinamica
(Euler, Navier-Stokes, Boussinesq), della rela@ivifenerale (Einstein), della superconduttivita
(Ginzburg-Landau), della teoria quantistica dei pa@Wang-Mills, Sine-Gordon, Yukawa), della fi-

74



sica atmosfericadmega equation

Le soluzioni di una PDE implicano la presedizan certo humero di funzioni arbitrarie (e non
pit semplicemente di costanti arbitrarie) e in galgenon sono uniche. La loro determinazione ri-
chiede quindi la specificazione di varie condizionziali e/o al contorno (ovvero sui confini della
regione in cui la soluzione & definita). Vi sonoltadlifficolta a stabilire teoremi generali di esi-
stenza e unicita delle soluzioni. Il pit noto traesti € quello dCauchy-Kowalevski che si applica
alle equazioni nelle quali la funzione incognitke esue derivate compaiono con coefficienti che so-
no funzioni analitiche. Va tuttavia messo in risathe esistono PDE lineari i cui coefficienti sono
semplici polinomi prive di qualunque soluzione, tner'esistenza di almeno una soluzione puo es-
sere inferita soltanto per le PDE lineari a coedfiti costanti (teorema di Malgrange-Eherenpreis).
D'altro canto, vi sono equazioni anche molto seenglidi grande importanza (ad esempio, l'equa-
zione di Laplace omogenea in due dimensioni) clesqmo avere soltanto soluzioni che non dipen-
dono con continuita dalle condizioni iniziali e nemno quindi utilizzabili dal punto di vista defla
sica.

Nella letteratura matematica sono presentiimmetodi per risolvere le PDE lineari, il piu sem
plice e importante dei quali € quefper separazione delle variahilche consente in sostanza di tra-
sformare una PDE in un sistema di ODE. Per le PDBgenee vale ancoragtincipio di sovrap-
posizionedelle soluzioni. Non esistono invece metodi gelngex risolvere le PDE non-lineari, ma
piuttosto tecniche che funzionano soltanto pergmate relativamente ristrette di equazioni. Spesso
sono utilizzatimetodi perturbativicon i quali si cercano soluzioni partendo da eiumazimili che
hanno soluzioni note e introducendovi piccole coom successive. Con I'evoluzione dei sistemi di
calcolo automatico e la riduzione del loro costemio sviluppate innumerevoli tecniche di integra-
zione numerica delle equazioni differenziali, ®aguali ricordiamo il metodo degli elementi finiti,

il metodo dei volumi finiti e il metodo delle diffenze finite.

* * %
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V. I. Arnold , Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Défgial Equations2nd Ed.,
Springer, New York (1988).

V. |. Arnold , Ordinary Differential EquationsSpringer, New York (1992).

M. Braun, Differential Equations and their Applications. Amtdoduction to Applied Mathema-
tics 4th ed., Springer, New York (1993).

E. A. CoddingtonandN. Levinson, Theory of ordinary differential equationslcGraw Hill,
New York (1955).

E. A. CoddingtonandR. Carlson, Linear Ordinary Differential EquationsSociety for Indu-
trial and Applied Mathematics, Philadelphia (1997

R. Courant andD. Hilbert, Methods of Mathematical Physitis Wiley-Interscience, New York
(1962).

P. Hartman, Ordinary Differential Equations2nd ed., Society for Industrial and Applied Ma-
thematics, Philadelphia SIAM, (2002).

M. W. Hirsch, S. Smale, R. L. Devaney Differential Equations, Dynamical System and an In-
troduction to ChagsAcademic Press, San Diego-Ca (2004).

G. M. Murphi , Ordinary Differential Equations and Their Solutiongan Nostrand, New York
(1960).

G. Nagy, Ordinary Differential Equations (2014), dispotebon-line.

75



A. D. Palyanin and V. F. ZaitseyHandbook of Exact Solutions for Ordinary Differehttqua-
tions 2nd edition, Chapman & Hall, Boca Raton (2003).

P. L. SachdevA Compendium on Nonlinear Ordinary Differential Etjons John Wiley & S.,
New York (1997).

D. Sloughter, Difference Equations to Differential Equatio(®000), disponibile on-line.

G. Tesch| Ordinary Differential Equations and Dynamical Systs American Mathematical
Society (2014); disponibile on-line.

W. E. Trench, Elementary Differential Equations with Boundary MabroblemsTrinity Un.
(2013); disponibile on-line.

D. Zwillinger, Handbook of Differential Equation8rd edition, Academic Press, Boston (1997).
H. Bateman, Partial Differential Equations Dover, New York (1944).

A.V. Bitsadze "Differential equation, partial" iEncyclopaedia of MathematicSpringer and
European Mathematical Society (2002).

A. A. Dezin, "Differential equation, partial, functional mettgy in Encyclopaedia of Mathema-
tics Springer and European Mathematical Society (2002)

A. K. Gushchin, "Differential equation, partial, of the secondier" inEncyclopaedia of Mathe-
matics Springer and European Mathematical Society (2002)

L. C. Evans Partial Differential EquationsAmerican Mathematical Society (1998).

A. D. Palyanin, Handbook of Linear partial Differential EquationarfEngineers and Scientists,
Chapman & Hall, Boca Raton (2002).

A. D. Polyanin and V. F. ZaitseyHandbook of Nonlinear Partial Differential Equati®yChap-
Chapman & Hall/CRC Press, Boca Raton (2004).
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APPENDICE II: La mappa logistica di May

La mappa logistica & una relazione ricorsiva dofine, resa popolare dall'articolo di May del
1976 e considerata una sorta di archetipo di sestimamico caotico generato da una semplice e-
quazione non-lineare. Essa e, almeno formalmenterrispettivo discreto dell'equazione logistica
utilizzata nei modelli di dinamica delle popolazierpuo essere scritta come

X1 = T (k%) = og(1- )

dove x e la variabile dinamica considerat&ee il parametro caratteristico della mappa. Suees
chex prenda valori nellintervallo [0, 1] e che quirkdia positivo Quando la mappa viene utilizzata
a fini demograficix rappresenta il rapporto tra la popolazione presgntin certo istante e la popo-
lazione massima possibilearrying capacitydell'ambiente) ek € il potenziale biologicalella po-
polazione.

| punti fissi della mappa sono in generale due, dati Ba=0 (costante) ex, =(k-1)/k.
Quest'ultimo € positivo solo de>1. Sek <1 la mappa ha un solo punto fissg € x, =0). L'au-
tovalore della mappa & espresso da df /dx= k(l— 2>§ e quindi valek per il primo punto fisso e
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2—k per il secondo punto fisso. Di conseguenxgs0 € stabile (attrattore) e iperbolico per
O<k<1, stabile e non-iperbolico pde=1 e instabile (repulsore) pde>1. In quest'ultimo caso,
X, =(k=1)/k & stabile (attrattore) e iperbolico pex k < 3, stabile e non-iperbolico pér=3, in-
stabile perk >3. Nelle Figure 25 sono mostrati i diagrammi a seati andamenti della mappa lo-
gistica per alcuni valori del paramet@o< k < 3.
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Fig. 25a. k=0,5; % 0,1-0,5-0,75
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Fig. 25d. k=3; x=0,1-0,5-0,75
Si puo facilmente verificare che sono soddisfle condizioni perché in corrispondenza di que-

sto stato del sistemfk =1,x=0) si abbia unabiforcazione transcritica(si veda anche il sito:
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/elamjfisticCowebChaos.gif
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