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INTRODUZIONE

I Tre Uomini sono naturalmente Werner Hei-

senberg (1901-1976), Max Born (1882-1970),
Pascual Jordan (1902-1980), i tre rappre-

sentanti di maggiore spicco della Scuola di

Gottinga sulla meccanica quantistica.

A partire dal 29 luglio del 1925, quando viene
inviato alle stampe, sulla prestigiosa rivista
Zeitschrift fur Physik, il fondamentale arti-
colo di Heisenberg sulla “Umdeutung” (rein-
terpretazione) quantomeccanica delle rela-



zioni cinematiche e meccaniche, si susseguo-
no nel giro di pochi mesi una serie di lavo-
ri in cui sono precisati gli aspetti piu pro-
fondi della struttura della meccanica quan-
tistica, inclusa la formulazione immediata e
sorprendentemente poco costosa della teoria
quantistica dei campi.

LLa nostra attenzione sara rivolta prevalente-
mente ai seguenti tre lavori:

- W. Heisenberg, “Uber quantentheoretische
Umdeutung kinematischer und mechanischer



Beziehungen'', Zeitschrift fur Physik 33, 879-
893 (1925), inviato per la pubblicazione il 29
luglio del 1925, dall'lstituto di Fisica Teorica
di Gottinga. (Sulla reinterpretazione quanti-
stica delle relazioni cinematiche e meccani-
che).

- M. Born e P. Jordan, "“Zur Quantenme-
chanik”, Zeitschrift fur Physik 34, 858-888,
1925, inviato per la pubblicazione il 27 set-
tembre 1925 da Gottinga. (Sulla meccanica
quantistica).



- M. Born, W. Heisenberg e P. Jordan, “Zur
Quantenmechanik. II.", Zeitschrift fur Phy-
sik 35, 557-615, 1926, inviato per la pub-
blicazione il 16 novembre 1925 da Gottinga.
(Sulla meccanica quantistica. II.).

Si noti l'intreccio dei nomi e delle collabora-
zioni, che evidenziano I'apporto differenziato
dei tre autori.

Nelle prossime slide facciamo vedere le prime
pagine dei tre articoli e i tre autori in ritratti
dell’epoca



Uber quantentheoretische Umdeutung
kinematischer und mechanischer Beziehungen.
Von W. Heisenberg in Gottingen.
(Eingegangen am 29. Juli 1925.)
In der Arbeit soll versucht werdenm, Grundlagen zu gewinnen fir eine quanten-

theoretische Mechanik, die ausschliefllich auf Beziehungen .zwischen prinzipiell
beobachtharen Grofien basiert ist.

Bekanntlich 1aft sich gegen die formalen Regeln, die allgemein in
der Quantentheorie zur Berechnung beobachtbarer Gréfen (z. B. der
Energie im Wasserstoffatom) benutzt werden, der schwerwiegende Ein-
wand erheben, daB jene Rechenregeln als wesentlichen Bestandteil Be-
ziehungen enthalten zwischen Grofien, die scheinbar prinzipiell nicht
beobachtet werden kinnen (wie z. B. Ort, Umlaufszeit des Elektrons),
daB also jemen Regeln offenbar jedes anschauliche physikalische Funda-
ment mangelt, wenn man nicht immer noch an der Hoffnung festhalten
will, daB jene bis jetzt unbeobachtbaren Grolen spiter vielleicht experi-
mentell zugiéinglich gemacht werden konnten. Diese Hoffnung konnte
als berechtigt angesehen werden, wenn die genannten Regeln in sich
konsequent und auf einen bestiramt umgrenzten Bereich quantentheoretischer
Probleme anwendbar wiren. Die Erfahrung zeigt aber, daf sich nur
das Wasserstoffatem und der Starkeffekt dieses Atoms jenen formalen
Regeln der Quantentheorie fligen, daB aber schon beim Problem der
»gekreuzten Felder* (Wasserstoffatom in elektrischem und magnetischem
Feld verschiedener Richtung) fundamentale Schwierigkeiten auftreten,
daf die Reaktion der Atome auf periodisch wechselnde Felder sicherlich
nicht durch die genannten Regeln. beschrieben werden kann, und daf
schlieflich eine Ausdehnung der Quantenregeln auf die Behandlung der
Atome mit mehreren Elektronen sich als unmiglich erwiesen hat. Es
ist @blich geworden, dieses Versagen der quantentheoretischen Regeln,
die ja wesentlich durch die Anwendung der klassischen Mechanik
charakterisiert waren, als Abweichung von der klassischen Mechanik zu
hezeichnen. Diese Bezeichnung kann aber wobl kaum als sinngem#f
angesehen werden, wenn man bedenkt, daf schon die (ja ganz allgemein
giiltige) Einstein-Bohrsche Frequenzbedingung eine so vollige Absage
an die klassische Mechanik oder besser, vom Standpunkt der Wellen-
theorie aus, an die dieser Mechanik zugrunde liegende Kinematik dar-
stellt, daB auch bei den einfachsten quantentheoretischen Problemen an
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Zur Quantenmechanik.
Von M. Born und P. Jordan in Gottingen.
(Eingegangen am 27. September 1925.)

Die kiirzlich von Heisenberg gegebenen Ansitze werden (zunichst fiir Systeme
von einem Freiheitsgrad) zu einer systematischen Theorie der Quantenmechanik
entwickelt. Das mathematische Hilfsmittel ist die Matrizenrech Nachd

diese kurz dargestellt ist, werden die mechanischen Bewegungsgleichungen aus
einem Variationsprinzip abgeleitet und der Beweis gefiihrt, da auf Grund der
Heisenbergschen Quantenbedingung der Energiesatz und die Bohrsche Frequenz-
bedingung aus den mechanischen Gleichungen folgen. Am Beispiel des an-
harmonischen Oszillators wird die Frage der Eindeutigkeit der L¢sung und die
Bedeutung der Phasen in den Partialschwingungen erdrtert. Den Schlufi bildet
ein Versuch, die Gesetze des elektromagnetischen Feldes der neuen Theorie ein-

zufiigen.

Einleitung. Die kiirzlich von Heisenberg?) in dieser Zeitschrift
mitgeteilten Ansiitze zu einer neuen Kinematik und Mechanik, die den
Grundforderungen der Quantentheorie entsprechen, scheinen uns von
groBer Tragweite zu sein. Sie bedeuten einen Versuch, den neuen Tat-
sachen — statt durch mehr oder weniger kiinstliche und gezwungene
Anpassung der alten gewohnten Begriffe — durch die Schaffung eines
neuen, wirklich angemessenen Begriffssystems gerecht zu werden. Heisen-
berg hat die physikalischen Gedanken, die ihn dabei geleitet haben,
in so klarer Weise ausgesprochen, daB jede ergiinzende Bemerkung
iiberfliissig erscheint. Aber in formaler, mathematischer Hinsicht sind
seine Betrachtungen, wie er selbst betont, erst im Anfangsstadium. Er
hat seine Hypothesen nur an einfachen Beispielen erlautert und ist nicht
zu einer allgemeinen Theorie vorgedrungen. Begiinstigt durch den Um-
stand, da8 wir seine Uberlegungen schon in statu nascendi kennenlernen
durften, haben wir uns nach AbschluB seiner Untersuchungen bemiiht,
den mathematisch-formalen Gehalt seiner Ansiitze zu kliren, und legen
hier einige unserer Ergebnisse vor. Sie zeigen, daf es tatséichlich mog-
lich ist, auf der von Heisenberg gegebenen Grundlage das Gebsude
einer geschlossenen mathematischen Theorie der Quantenmechanik in
merkwiirdig enger Analogie zur klassischen Mechanik, doch unter Wah-
rung der fiir die Quantenerscheinungen kennzeichnenden Ziige zu errichten.

‘Wir beschrinken nns dabei zunichst mit Heisenberg auf Systeme
von einem Freiheitsgrad, von denen wir annehmen, daB sie —
klassisch gesprochen — periodisch sind. Die Verallgemeinerung der

1) W. Heisenberg, ZS. f Phys. 33, 879, 1925.
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Zur Quantenmechanik, II.
Von M. Born, W. Heisenberg und P, Jordan in Gottingen.
(Eingegangen am 16. November 1925.)
Die aus Heisenbergs Ansitzen in Teil I dieser Arbeit entwickelte Quanten-
mechanik wird auf Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden ausgedehnt. Die
Storungstheorie wird fiir nicht entartete und eine groBe Klasse entarteter Systeme
durchgefiithrt und ihr Zusammenhang mit der Bigenwerttheorie Hermitescher Formen
nachgewiesen. Die gewonnenen Resultate werden zur Ableitung der Sitze tber
Impuls und Drehimpuls und zur Ableitung von Auswahlregeln und Intensitéits
formeln benutzt. SchlieBlich werden die Ansitze der Theorie auf die Statistik
der Eigenschwingungen eines Hohlraumes angewendet.

Einleitung. Die vorliegende Arbeit versucht den weiteren Ausbau
der Theorie einer allgemeinen quantentheoretischen Mechanik, deren
physikalische und mathematische Grundlagen in zwei vorausgegangenen
Arbeiten der Verfasser?!) dargestellt sind. Es erwies sich als mdglich,
die genannte Theorie auf Systeme von mehreren Freiheitsgraden zu er-
weitern ?) (Kap. 2) und durch Einfiihrung der ,kanonischen Transforma~
tionen* das Problem der Integration der Bewegungsgleichungen auf be-
kannte mathematische Fragestellungen zuriickzufithren; dabei ergab sich
mittels dieser Theorie. der kanonischen Transformationen einerseits eine
Storungstheorie (Kap. 1, § 4), die eine weitgehende Ahnlichkeit mit der
klassischen Storungstheorie aufweist, andererseits ein Zusammenhang der
Quantenmechanik mit der wmathematisch so hochentwickelten Theorie der
quadratischen Formen unendlich vieler Variablen (Kap. 8). — Bevor wir
aber auf die Darstellung dieser weiteren Entwicklung der Theorie ein-
gehen, werden wir ihren physikalischen Inhalt genauer zu umgrenzen
suchen.

Der Ausgangspunkt der versuchten Theorie war die Uberzeugung,
daf es nicht mdglich sein werde, der Schwierigkeiten, die uns in der
Quantentheorie gerade in den letzten Jahren auf Schritt und Tritt be-
gegneten, Herr zu werden, ehe fiir die Mechanik der Atom- und Elek-
tronenbewegungen ein mathematisches System von Beziehungen zwischen
prinzipiell beobachtbaren Grofen zur Verfigung stinde von #hnlicher

1) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 83, 879, 1925. M. Born und P. Jordan,
Z8. f. Phys. 84, 858, 1925. Im folgenden als’ (Teil) T zitiert.

2) Anm. bei der Korr. In einer inzwischen erschienenen Arbeit von P.Dirac
{(Proc. Roy. Soc. London 109, 642, 1925) sind unabhingig einige der in Teil I und
in dieser Arbeit enthaltenen GesetzmiiBigkeiten und weitere neue Folgerungen aus
der Theorie angegeben worden.
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Il terzo dei lavori citati, a tre nomi, € no-
to anche come Drei-Manner-Arbeit (il lavoro
dei Tre Uomini), da cui la motivazione per
il titolo di questo seminario. Inoltre in que-
sto lavoro viene introdotta per |la prima vol-
ta la teoria quantistica dei campi relativistici,
in una forma concettualmente sorprendente-
mente definitiva.

In questo lavoro, in una nota a pie di pa-
gina, aggiunta durante la correzione delle
bozze, viene anche riconosciuto che il Fisico
britannico Paul Dirac aveva gia anticipato



alcuni dei risultati, e ne aveva ottenuti al-
tri importanti nello sviluppo della teoria, nel
suo articolo “The Fundamental Equations of
Quantum Mechanics”, apparso sui Procee-
dings della Royal Society 109 (1925) 642,
ricevuto il 7 novembre 1925.

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) era
un brillante giovane Fisico, che era rimasto
affascinato dalla Umdeutung di Heisenberg,
e Si era immediatamente lanciato nella co-
struzione della nuova meccanica quantisti-
ca con la sua idea dei g-numbers (quantum



numbers, con i quali va costruita la meccani-
ca quantistica), in contrapposizione con gli
ordinari c-numbers (classical numbers della
meccanica classica). Molto acutamente Di-
rac osserva nella introduzione del suo lavoro:
“In un articolo recente Heisenberg ha pro-
posto una nuova teoria, che suggerisce che
non sono le equazioni della meccanica classi-
ca ad essere in ogni caso difettose, ma che le
operazioni matematiche, con cui si ricavano
risultati fisici da esse, richiedono modifica-
zioni. Pertanto, tutte le informazioni fornite



dalla teoria classica possono essere utilizzate
nella nuova teoria.”

Questa osservazione di Dirac va accurata-
mente tenuta presente e valorizzata, per esem-
pio, nel corso della costruzione della teoria
quantistica dei campi e agli effetti di qualsia-
Si tentativo di quantizzazione della relativita
generale di Einstein.

Riportiamo per completezza una lettera del
25 ottobre 1926, scritta in toni garbati ma



fermi, con cui Enrico Fermi (1901-1954) ri-
vendica la sua priorita nella scoperta della
statistica quantistica per le particelle che se-
guono il principio di esclusione di Pauli. Di-
rac, in un articolo dal titolo “On the Theory
of Quantum Mechanics”, apparso sui Pro-
ceedings of the Royal Society il 1°2 ottobre
1926, ma inviato il 26 agosto, era pervenu-
to, tra l'altro, a risultati simili, senza minima-
mente citare Fermi. Senza questa lettera, la
statistica di Fermi-Dirac si sarebbe chiamata
statistica di Dirac, e il mondo non sarebbe



stato piu costituito da Bosoni e Fermioni,
ma da Bosoni e Dirachioni.

Si noti che gli articoli di Fermi sono scritti in
italiano, per i Rendiconti dell’Accademia dei
Lincei, e in tedesco per la prestigiosissima
Zeitschrift fur Physik.

Dirac naturalmente scrive in inglese.
Ecco l|la riproduzione della lettera, con una

firma giovanile di Fermi, insieme con le im-
magini dei due personaggi:



&

ISTITUTO FISICO
DELLA
R. UNIVERSITA DI ROMA
VIA PANISPERNA, 89-A

Roma, 25/10/1926

Mr. P.A.M. Dirac
St.John's College

Cambridge

Dear Sir!

In your intersting paper"On the theory of Quantum
Mechanics" (Proc.Roy.Soc.112,661,1926)you have put
forward a theory of the Ideal Gas based on Pauli's
exclusion Principle.

Now a theory of the ideal gas that is practically
identical to yours was published by me at the begin-
ning of 1926 (Zs.f.Phys,36,p.3=f® 902 ;Lincei Rend.
February 1926)

Since I suppose that you have not seen my paper,
I beg to attract your attention on it.

I am,Sir,

Yours Truly




Enrico Fermi



Paul Adrien Maurice Dirac



Torniamo ai lavori dei Tre Uomini della Scuo-
la di Gottinga. Questi lavori sono in realta
difficili, e non solo perché sono scritti nel
tedesco formale della letteratura accademi-
ca dell'epoca (ottime traduzioni in inglese
sono comunque disponibili), ma per la pro-
fondita del loro pensiero, che in particola-
re mostra un percorso verso la Nuova de-
finitiva meccanica quantistica sorprendente-
mente piu aderente alla meccanica classica,
che non alla Vecchia meccanica quantisti-
ca di Bohr-Sommerfeld. L’approfondimento
storico di questi aspetti concettuali € molto



importante, per capire l'essenza della Mec-
canica Quantistica, e la natura del pensiero
scientifico moderno.

Inoltre recentemente & stato posto in rilie-
vO come anche i calcoli specifici presenti in
questi lavori possono essere molto utili da un
punto di vista didattico, in quanto permet-
tono una forte presa sugli aspetti piu impor-
tanti della struttura quantistica, anche se in
un contesto concettualmente molto arduo.

Per la rilevanza didattica dell'impostazione
originale di Heisenberg, rinvio per esempio



all’articolo “Understanding Heisenberg's “ma-
gical’ paper of July 1925: A new look at the

calculational details”, di Ian J. R. Aitchison,

David A. MacManus, Thomas M. Snyder,

pubblicato su American Journal of Physics

72, November (2004).

Da notare che in inglese la parola “magical”’
non ha il significato piacevolmente positivo
che si riscontra in italiano, ma puo assumere
anche risvolti negativi, tanto da poter essere
tradotto, per esempio, come ‘“stregonesco’ .



La bandiera programmatica della imposta-
zione di Heisenberg e costituita dalla scel-
ta di usare solo grandezze osservabili. In
questo modo il concetto di “stato quantisti-
co” non compare, in quanto |lo stato quan-
tistico NON €& una osservabile. In un certo
senso nella formulazione di Heisenberg sono
presenti contemporaneamente tutti gli stati
quantistici.

E ben noto che pochi mesi dopo i primi la-
vori dei Tre Uomini, si fa strada una linea
completamente diversa. Erwin Schrodinger



(1887-1961), in una serie di quattro lavo-
ri dal titolo “Quantisierung als Eigenwert-
problem” (*“La quantizzazione come proble-
ma agli autovalori”) pubblicati su Annalen
der Physik (il primo & sul volume 79, 361
(1926)), perviene alla sua formulazione del-
I'equazione d’'onda per le funzioni di stato
quantistiche, seguendo un percorso che par-
te dalla vecchia teoria quantistica di Bohr-
Sommerfeld e passa attraverso l'interpreta-
zione delle regole di quantizzazione brillante-
mente offerta dalla teoria di Louis de Broglie



(1892-1987) sulla natura ondulatoria delle
particelle.

Ecco i referenti del percorso Bohr - de Bro-
glie - Schrodinger



Niels Bohr



Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie



B

Erwin Schrodinger



La formulazione della meccanica quantisti-
ca offerta dall’equazione di Schrodinger sara
stata considerata come una vera liberazione
da parte degli addetti al settore. Tutto viene
semplificato, e i calcoli resi abbordabili, in un
contesto familiare di equazioni alle derivate
parziali.

Inoltre, Dirac e lo stesso Schrodinger dimo-
strano la sostanziale equivalenza della for-
mulazione di Schrodinger con quella di Got-
tinga.



Molto interessante , anche da un punto di vi-
sta culturale e politico, € per esempio I'arti-
colo: Erwin Schrédinger, “Uber das Verhalt-
nis der Heisenberg-Born-Jordanschen Quan-
tenmechanik zu der meinem’ (“Sulla equiva-
lenza della meccanica quantistica di Heisenberg-
Born-Jordan con la mia”” ), Annalen der Phy-
sik 384, 734-756 (1926).

Le due formulazioni sono ridotte alla scelta
di uno “schema’”. Nello schema di Schrodin-
ger |lo stato quantistico evolve, mentre le
osservabili restano ferme. Nello schema di



Heisenberg lo stato quantistico resta fermo,
mentre le osservabili evolvono nel tempo. Poiché
le quantita di interesse fisico sono date da
valori medi delle osservabili sullo stato, ve-
diamo che la scelta dello schema & comple-
tamente irrilevante agli effetti fisici.

Si perviene pertanto ad una rassicurante for-
Mmulazione unificata della Nuova meccanica
quantistica.

L'equilibrio raggiunto viene emblematicamen-
te suggellato dalle decisioni della Commissio-



ne Nobel dell’Accademia Svedese delle Scien-
ze. Quando i tempi sono maturi per poter
prendere in considerazione i fondatori della
Meccanica Quantistica, allora, non senza dif-
ficolta, si perviene ad una raffinata soluzio-
ne di compromesso. E possibile seguire in
dettaglio i lavori della Commissione. Tut-
ti i documenti sono disponibili agli studiosi.
LL'unico fastidio consiste nell’essere costretti
a leggere tutte le relazioni nella obbligatoria
lingua svedese.

Gli anni 1926-1931 si susseguono secondo
schemi consueti. Negli anni 1926-1929 si



provvede alle situazioni arretrate, secondo la
lista:

The Nobel Prize in Physics 1926

Jean Baptiste Perrin

“for his work on the discontinuous structure
of matter, and especially for his discovery of
sedimentation equilibrium”

The Nobel Prize in Physics 1927 (diviso in
due parti uguali)

Arthur Holly Compton

“for his discovery of the effect named after



him"

Charles Thomson Rees Wilson

“for his method of making the paths of elec-
trically charged particles visible by condensa-
tion of vapour”

The Nobel Prize in Physics 1928

Owen Willans Richardson

“for his work on the thermionic phenomenon
and especially for the discovery of the law
named after him"



The Nobel Prize in Physics 1929

Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Bro-
glie

“for his discovery of the wave nature of elec-
trons”

Nel 1930 viene premiato |lo scopritore del
recentissimo effetto Raman

The Nobel Prize in Physics 1930
Sir Chandrasekhara Venkata Raman
“for his work on the scattering of light and



for the discovery of the effect named after
him"

Nel 1931 il premio non viene assegnato a
causa del mancato accordo tra i membri della
Commissione.

Finalmente tocca alla Meccanica Quantisti-
ca. Il tutto avviene con un tocco di su-
spence. Dall’elenco ufficiale tutto sembra

regolare:

The Nobel Prize in Physics 1932
Werner Karl Heisenberg



“for the creation of quantum mechanics, the
application of which has, inter alia, led to
the discovery of the allotropic forms of hy-
drogen”

The Nobel Prize in Physics 1933

Erwin Schrodinger and Paul Adrien Maurice
Dirac

“for the discovery of new productive forms
of atomic theory”

In realta il Premio 1932 non viene annuncia-
to e assegnato nel 1932, come sarebbe stato



normale, ma il tutto e posticipato al 1933.
Quindi Heisenberg partecipa alla stessa ceri-
monia a Stoccolma, nel dicembre 1933, con
Schrédinger e Dirac. E chiaro che il “Pre-
mio’”’ é dato alla “Meccanica Quantistica’,
COon un preciso dosaggio delle carature e del-
le motivazioni. Heisenberg € considerato il
“creatore’” e si aggiudica il Premio 1932 per
intero. Schrodinger e Dirac si spartiscono il
Premio 1933 con una comune motivazione,
alquanto generica e subordinata a quella di
Heisenberg.



Pare addirittura di rilevare una sorta di vela-
ta critica per |'astrattezza dell'impostazione
di Heisenberg, nel momento in cui si pone
in rilievo la scoperta delle concretissime for-
me allotropiche dell'ldrogeno, che ben diffi-
cilmente avrebbe prodotta da sola un Nobel.

LLa sofisticata scelta di compromesso della
Commissione produce due vittime immedia-
te. Gli altri Due Uomini di Gottinga, Born
e Jordan, che hanno dato contributi fonda-
mentali, restano senza niente. Heisenberg



manifesta il suo disappunto in una nota let-
tera a Born.

Max Born dovra aspettare fino al 1954, per
lavori fatti nel 1925-1926, dividendolo con
Walther Bothe, anche lui per una scoperta
di trenta anni prima:

The Nobel Prize in Physics 1954 (diviso in
parti uguali)

Max Born

“for his fundamental research in quantum



mechanics, especially for his statistical inter-
pretation of the wavefunction”

Walther Bothe

“for the coincidence method and his disco-
veries made therewith”

E singolare che I'interpretazione statistica del-
la funzione d’onda &€ un argomento che esula
completamente dalla linea di Gottinga.

Invece Pascual Jordan non perverra mai al
Nobel, forse per note e buone ragioni.



Guardando lo sviluppo della Meccanica Quan-
tistica in retrospettiva storica, non si puoO
fare a meno di considerare la rilevanza del-
le conseguenze prodotte dall’'abbandono del-
lo spirito originario di Heisenberg, strategi-
camente basato solo sulla considerazione di
grandezze osservabili, con I'introduzione del-
|0 schema di Schrodinger, dove & centrale
la funzione d'onda non osservabile, e con la
presunta dimostrazione dell’equivalenza fisi-
ca dei due ‘'schemi”.

Una prima conseguenza e stata I'enorme sem-
plificazione, specialmente pratica e calcola-



toria, prodotta dall'introduzione dello sche-
ma di Schrodinger. Per esempio, il calcolo
dello spettro dell’atomo di idrogeno puo es-
sere fatto nell’'ambito di confortanti tecniche
di equazioni differenziali alle derivate parziali.
Invece nella teoria originale di Heisenberg an-
che un problema cosi semplice richiede sforzi
sovrumani (solo Wolfgang Pauli poteva osare
di affrontare e risolvere questo problema).

Per questa ragione, I'insegnamento della Mec-
canica Quantistica e stato sviluppato quasi
esclusivamente nello schema di Schrodinger.



Nemmeno Ettore Majorana, nelle sue Lezio-
ni all’Universita di Napoli del 1938, sfugge a
questa regola.

Nessuna trattazione didattica €& stata svilup-
pata sulla teoria originaria di Heisenberg. Ci
si limita a brevi cenni sullo “schema di Hei-
senberg”, mettendone in rilievo I'equivalenza
con |lo schema di Schrodinger. In particola-
re, nella teoria quantistica dei campi & solo
|0 schema di Heisenberg ad essere utilizzato.

PerO occorre osservare che lo ‘schema di
Heisenberg” €& cosa ben diversa della teoria



originale di Heisenberg, dove non compare
alcuna nozione dello stato quantistico, in sé
non osservabile.

Il prezzo da pagare & stato rilevante. L'in-
troduzione in posizione centrale di una en-
tita non osservabile, lo stato quantistico, ha
comportato una lunga lista di difficolta con-
cettuali.

Innanzitutto & necessario dare una interpre-
tazione fisica della funzione d'onda, nell’am-
bito del modello teorico fornito dallo schema



di Schrédinger. E noto che Schrddinger nei
primi lavori pensava che la funzione d'onda
fosse legata alla densita elettronica. Succes-
sivamente si afferma invece l'interpretazione
statistica di Born.

In questa introduzione ci limitiamo sempli-
cemente ad elencare alcune parole chiave le-
gate alle difficolta concettuali prodotte dalla
non osservabilita dello stato quantistico.

Riduzione non causale del pacchetto d’'onda.
Dio gioca a dadi. Dualismo onda-corpuscolo.



Principio di indeterminazione. Principio di
complementarita. Interpretazione di Copen-
hagen. Evoluzione non locale della funzione
d'onda. Intervento dell’osservatore sui fe-
nomeni microfisici. Probabilita quantistica.
Paradossi della meccanica quantistica. Stu-
dio dei fondamenti della meccanica quanti-
stica. L'onda pilota. L’onda vuota. L'’'en-
tanglement. Interpretazioni della meccani-
ca quantistica. Le difficolta Bohr-Rosenfeld
nelle misure sul campo elettromagnetico. Le
difficolta Bronstein nella misura del campo
gravitazionale. Il gatto di Schrodinger.



In effetti, lo stato epistemico della funzione
d’'onda, essendo questa una grandezza non
osservabile, pud essere completato a piace-
re, a seconda dei gusti. In particolare, per
esempio, ritenere che la coscienza dell’osser-
vatore giochi un ruolo nell’evoluzione della
funzione d'onda, nel corso della riduzione del
pacchetto d’'onda, & perfettamente legitti-
mo. La controversia con chi non & d'accordo
non puod essere risolta empiricamente.

Nel seguito approfondiremo alcuni degli ar-
gomenti tipici citati in questa introduzione.



- La Meccanica Quantistica nell'impostazio-
ne di Heisenberg.

- Lo schema di Schrodinger e o schema di
Heisenberg.

- Emergere della teoria quantistica dei campi



La Meccanica Quantistica nell’imposta-
zione di Heisenberg

L'articolo di Heisenberg € particolarmente dif-
ficile da leggere e assorbire. Certamente
questo e dovuto all'impostazione completa-
mente nuova e completamente non familiare
per noi, sia rispetto alla Vecchia meccani-
ca quantistica con le sue rassicuranti orbite
classiche vincolate da condizioni quantiche
arbitrarie ma ben definite, ma soprattutto
rispetto alle susseguenti formulazioni della
meccanica quantistica, nei consueti schemi



di Schrodinger e di Heisenberg. Qui invece
Ci troviamo su un Pianeta completamente
sconosciuto.

L'articolo fu scritto durante un soggiorno a
Helgoland, una piccola isola tedesca nel Ma-
re del Nord, dove si dice che il giovane Hei-
senberg fosse stato costretto a rifugiarsi per
un attaco di febbre da fieno. Helgoland era
completamente priva di vegetazione. Ma il
significato del nome & “Terra Sacra’.



Il titolo € molto modesto: “La re-interpretazione
quantistica delle relazioni cinematiche e mec-
caniche”, e gli obiettivi sono descritti in tono
dimesso: "“Questo articolo cerca di stabilire
una base per |la formulazione teorica della
meccanica quantistica basata esclusivamen-

te su relazioni tra quantita che in linea di
principio sono osservabili' .

Subito la formulazione della Vecchia mecca-
nica quantistica viene soggetta a una criti-
ca serrata, che sorprendentemente si applica



quasi verbatim anche alla futura formulazio-
ne della Nuova meccanica quantistica nello
schema di Schrodinger.

“E ben noto che le regole formali che sono
usate nella teoria quantistica per calcolare
quantita osservabili (come per esempio |'e-
nergia nell’atomo di idrogeno) possono esse-
re severamente criticate sulla base del fatto
che esse contengono, come elementi fonda-
mentali, relazioni tra quantita che sono chia-
ramente non osservabili, nemmeno in linea



di principio, come per esempio la posizio-
ne e il periodo di rivoluzione dell’elettrone.
Quindi queste regole sono prive di evidente
fondamento fisico, ..."”

Ricordiamo anche alcuni aspetti del modello
dell’'atomo di Bohr. Estese ricerche speri-
mentali all’Universita di Manchester, sotto
la guida di Ernest Rutherford, arrivano al-
la conclusione che I'atomo & costituito da
un piccolissimo nucleo di dimensioni nell’or-
dine di 1013 cm, che possiede una carica



positiva bilanciata dagli elettroni, e pratica-
mente tutta la massa dell’atomo. Gli elet-
troni devono ruotare intorno in configurazio-
ni stabili, di impossibile comprensione nel-
I'ambito dell’elettrodinamica di Maxwell. Nel
1913, Niels Bohr, nell'ambito delle nuove
idee quantistiche propone un semplice mo-
dello, secondo il quale la nube elettronica
che circonda il nucleo puo esistere solo per
alcuni livelli di energia. Nel passaggio da
uno stato iniziale a uno finale con energie
rispettive E,; > Ef, I'atomo emette radiazio-
ne in forma di un quanto di luce di energia



e e frequenza v, ¢e = hv = FE; — Ef. Op-
pure Si possono avere transizioni tra livelli
E; < Ef, con corrispondente assorbimento di
un quanto di luce di energia € e frequenza
v, € = hv = by — F;. L’energia e conser-
vata, ma sempre raggruppata in quanti, in
accordo con i risultati precedenti di Planck e
Einstein.

Nel modello dell’ atomo di Bohr i livelli ener-
getici sono selezionati da particolari ipotesi
ad hoc, efficaci solo in alcuni casi particola-
ri, come per esempio particolari vincoli impo-



sti alle orbite planetarie classiche dell’'elettro-
ne. I risultati sono strepitosi (Premio Nobel
1922). Per esempio lo spettro dell’atomo di
Idrogeno viene riprodotto correttamente, in-
sieme con la sua struttura fine proveniente
dalle correzioni relativistiche alla dinamica.
Questa € la nascita della *vecchia meccani-
ca quantistica’”, di cui vengono ben presto
precisati i limiti.

In realta, il modello dell’atomo di Bohr, a
causa delle sue peculiari ipotesi ad hoc, non
poteva essere esteso con successo ad altri



sistemi, come per esempio |'atomo di Elio.
Chiaramente era una teoria provvisoria, in
attesa di un raffinamento e generalizzazione.

La critica di Heisenberg & durissima. Occor-
re espungere tutte le grandezze non osser-
vabili, quali le orbite elettroniche e le loro
frequenze. Il risultato netto € la completa
distruzione del modello.

Si pone quindi per Heisenberg il problema di
individuare le effettive grandezze osservabi-
li, su cui fondare la teoria, e di precisare le
equazioni del moto.



La Umdeutung (reinterpretazione) di Heisen-
berg e fortemente motivata dalla decisione
di fondare la meccanica quantistica esclusi-
vamente su relazioni tra quantita che sono in
linea di principio osservabili, in modo da evi-
tare le costruzioni ad hoc della Vecchia Mec-
canica Quantistica, basate per esempio su
speciali vincoli sulle ORBITE ammesse per
I'elettrone dell’'atomo di Idrogeno.

LLa proposta € incredibilmente semplice. Esat-
tamente come in meccanica classica, le os-
servabili di base sono la posizione e il mo-
mento, con cui Si possono costruire tutte



le osservabili, e le equazioni del moto sono
le stesse che in meccanica classica, che qui
riscriviamo per un sistema unidimensionale

%x(t) = p(t)/m, d%p(t) = F(z(t),p(t)).

Tuttavia, e qui c'é la Umdeutung (reinter-
pretazione), la posizione e il momento non
sono assunti essere semplicemente dei nu-
meri, come in meccanica classica, ma sono
assunti come matrici complesse Hermitiane
con un numero infinito di dimensioni, sogget-
te ad appropriate relazioni di commutazione,



che nel caso unidimensionale possono essere
Sscritte come

xp — pxr = 1h,

dove ¢ € I'unita immaginaria, e h € |la costante
di Planck riscalata con 2w, h = h/27.

Si noti che in questo caso, e in altri simi-
li, le regole di commutazione mostrano una
marcata analogia con le parentesi di Poisson
della meccanica classica.



Le regole di moltiplicazione sono quelle ma-
triciali. E importante I’ordine nella moltipli-
cazione, poiché le matrici non commutano
in generale.

Da queste semplici assunzioni € possibile de-
rivare tutto il contenuto fisico quanto-meccanico,
in un contesto molto piu largo di quello del-

la Vecchia Meccanica Quantistica. L’'energia
naturalmente € data dalla matrice

p2

2m



dove V(q) & il potenziale che da origine alla
forza. 1 livelli energetici sono gli autovalori
della matrice energia.

Lo schema & molto generale e permette ap-
plicazioni a tutto campo. Il primo problema
e risolto: come andare oltre la Vecchia Mec-
canica Quantistica. La Nuova meccanica
quantistica é stata creata.

La Umdeutung (reinterpretazione) di Heisen-
berg costituisce una drastica revisione di tut-
ti i concetti classici di osservabile. Nella mec-



canica classica le osservabili sono semplice-
mente funzioni sullo spazio delle fasi.

PuO essere utile mostrare parte del percor-
SO concettuale di Heisenberg che |lo porta a
considerare le osservabili come matrici. Uti-
lizzeremo quasi le sue parole. Vedremo che il
nucleo della Umdeutung é basato su una for-
tissima intuizione fisica, forse possibile solo
in Helgoland.

Nella teoria quantistica non é certamente pos-
sibile associare |'elettrone con un punto nello



Spazio, considerato come funzione del tem-
PO, per mezzo di quantita osservabili. Tutta-
via, anche nella meccanica quantistica € pos-
sibile attribuire all’elettrone I'emissione della
radiazione. In un certo senso dovremo con-
tinuare a poter parlare di posizione dell'e-
lettrone, e in realta di tutte le altre gran-
dezze classiche della meccanica, anche se
queste non potranno essere considerate co-
me semplici funzioni numeriche con la loro
evoluzione temporale.

Per caratterizzare la radiazione emessa dal-
I'elettrone, sono necessarie le frequenze, che



compaiono come funzioni di due variabili nel-
la forma
1
vin,n —a) = —(W(n) —W(n — a)),
h
con n e « interi, soggette alle regole di com-
binazione

vin,n—a)+v(n—a,n—a—pB) =v(n,n—a—75).

Per completare la descrizione della radiazio-
ne € necessario avere non solo le frequenze,
ma anche le ampiezze. Le ampiezze pos-
sono essere trattate come vettori complessi,



ciascuno definito da sei componenti indipen-
denti. Essi determinano sia la fase che la
polarizzazione. Anche le ampiezze sono fun-
zioni delle due variabili n and «. La par-
te corrispondente della radiazione € data da
espressioni del tipo

Re (.A(n, n — a)eiw(n’n_o‘t> :

Qui Heisenberg considera transizioni tra i li-
velli n e n — «a, e le formule che usa sono
suggerite dalla teoria della dispersione della
radiazione. Naturalmente w = 27v.



L'insieme delle quantita A(n, n—a)eiw(n,n—a)t
POSSONO essere considerate come una rappre-
sentazione di una generica osservabile quan-
tistica x(t), che generalizza I'osservabile clas-
Sica.

Poi Heisenberg passa alla considerazione di
prodotti di osservabili, che segue le regole
dei prodotti matriciali, e nota la non com-
mutativita dei prodotti: z(t)y(t) #= y(t)x (),
in generale.



Le equazioni del moto sono assunte essere
qguelle classiche. E una grande novita rispet-
to alla Vecchia meccanica quantistica, do-
ve le equazioni sono quelle classiche, ma le
soluzioni sono ristrette da opportuni vincoli.
Nella Nuova meccanica, l'intero contenuto
dinamico e pienamente utilizzabile, nell’'am-
bito di una estensione del concetto di osser-
vabile, non piu semplice funzione del tempo,
ma matrice funzione del tempo.



Lo schema di Schrodinger e lo schema
di Heisenberg

Pochi mesi dopo la comparsa dell’articolo di
Heisenberg sulla Umdeutung, Erwin Schrodin-
ger da inizio ad una serie di articoli, do-
ve perviene ad una formulazione quantistica,
seguendo una strada completamente diversa.

Schrodinger si muove nell'ambito di alcune
ardite concezioni di Louis De Broglie, che
aveva interpretato le condizioni di quantiz-
zazione di Bohr-Sommerfeld come condizio-
ni di stazionarieta di un'onda strettamente



associata al comportamento dell’elettrone.
Queste considerazioni pongono in risalto an-
che un aspetto ondulatorio per la MAT ERIA,
insieme a quello assodato corpuscolare.

Leggendo i quattro articoli della serie di Schr-
odinger si ha la sensazione di una linea di
ricerca in divenire, dove inizialmente € anco-
ra prevalente l'idea che la funzione d'onda
viva nello spazio-tempo, e in un certo sen-
so “guidi’” il comportamento della particella.
In particolare |la funzione d'onda & all'inizio
assunta addirittura come variabile reale.



Comunqgue nell’ambito di questa costellazio-
ne di idee, Schrodinger perviene alla corretta
formulazione dell’equazione d'onda.

Utilizzando notazioni moderne, il comporta-
mento quantistico di una particella € descrit-
to in uno spazio di Hilbert complesso degli
stati H, fatto dalle funzioni sulle configura-
zioni (quindi qui sulla posizione) a quadrato
sommabile.

H9¢:R39m—>zp(a;),

/daz|¢|2(aj) < 0.



In realta uno stato € dato da una generica
1» @ meno di una costante complessa (spazio
proiettivo complesso dei raggi su H). Quindi
la norma della 1 pud essere normalizzata a
1, e resta ancora una fase arbitraria. L'e-
voluzione dinamica della funzione d'onda e
regolata dall’equazione di Schrodinger
hQ
thop (x,t) = —%Aw + V(x).

Nel caso particolare di stati stazionari, |'e-
quazione di Schrodinger si riduce ad una equa-
zione per gli autovalori

b, t) = e E My (a),



ﬁQ
Eyo(z) = Ao + V(@)vo.

I livelli energetici possono quindi essere cal-
colati, in piena generalita, risolvendo una equa-
zione agli autovalori (c’erano stati risultati
preliminari equivalenti da parte di Cornelius
Lanczos, riconosciuti solo alcuni decenni do-
po). Sono questi dei risultati di assoluto
rilievo storico (mezzo Premio Nobel 1933).

Analogamente al caso di Heisenberg, le os-
servabili sono operatori autoaggiunti sullo spa-



zio di Hilbert. Per esempio, |'operatore po-
sizione & in ciascun istante

(q¥)(z) = z¢(x),

mentre |'operatore impulso &

h
(p) () = - Vip(),
e I'energia per una particella libera e

hQ
H=—"A.

2m

Tutte le espressioni fisiche sono espresse in
funzione dei valori medi < 1(t), Ay(t) >.



Specialmente ad opera di Dirac, e dello stes-
so Schrodinger, venne subito riconosciuta I'e-
quivalenza tra questo schema di Schrodinger
e il cosiddetto schema di Heisenberg. Nel pri-
Mo, come abbiamo visto, lo stato evolve, e
le osservabili restano fisse, nel secondo le os-
servabili evolvono e |o stato resta fisso. I due
schemi sono collegati da una trasformazione
unitaria, dipendente dal tempo. Poiché gli
oggetti avente interesse fisico sono comun-
que dati da valori di attesa di osservabili su
stati, si ha completa equivalenza tra i due
schemi: < ¥(t), Ay (t) >=< 1, A(t)y >.



La questione sembra definitivamente risolta,
ma non e cosi. In realta lo schema di Heisen-
berg introdotto in questo modo & profonda-
mente diverso dalla teoria quanto-meccanica
prodotta dalla Umdeutung, come subito ve-
dremo.

Naturalmente lo schema di Schrodinger € piu
conveniente nell’ordinaria meccanica quanti-
stica delle matrici, perché permette un cal-
colo agevole delle funzioni d'onda. In genere
I'insegnamento universitario privilegia quin-
di la linea Bohr - De Broglie - Schrodin-



ger, a scapito dell’approccio di Gottingen,
considerato troppo astratto.

E da osservare che nel caso della teoria quan-
tistica dei campi lo schema di Heisenberg e
I"'unico praticamente possibile, perché la rap-
presentazione funzionale degli spazi di Hil-
bert coinvolti sarebbe troppo complicata.

E veniamo all’'interpretazione fisica della fun-
zione d'onda di Schrodinger.

Qui I'apporto di Gottingen & essenziale (Max
Born: Zur Quantenmechanik der StoBvorgange



(Sulla meccanica quantistica delle collisioni),
Zeitschrift fur Physik, 1926, mezzo Premio
Nobel 1954).

Viene riconosciuto che, per una funzione d'on-
da normalizzata, la |¢(x)|? rappresenta la
densita di probabilita di trovare la particella
in una posizione x nello spazio. Piu preci-
samente, La probabilita che |la particella sia
trovata in una regione A dello spazio R3 &
data semplicemente da

/, dz [WP@).



Analoghe relazioni valgono per le altre osser-
vabili.

Questa interpretazione probabilistica della fun-
zione d'onda di Schrodinger non sara mai
completamente accettata dallo stesso Schrodin-
ger, né da De Broglie, né da Einstein (Dio
non gioca a dadi).

In realta & proprio lo schema di Schrodin-
ger che mostra alcuni aspetti peculiari della
meccanica quantistica, che sfiorano il para-
dossale.



Innanzitutto la funzione d'onda, quindi lo
stato, NON & una osservabile, in marcato
contrasto con I'assodata tradizione della mec-
canica classica. La funzione d’'onda fornisce
solo le distribuzioni di probabilita nelle misure
di osservabili.

In meccanica classica lo stato fornisce IL
valore di tutte le osservabili.

Inoltre, la x che compare nella funzione d'on-
da NON denota un punto nello spazio, ma
la possibile posizione della particella. Infatti



per un sistema composto da due particelle,
per esempio, occorre introdurre la funzione
d'onda dipendente dalle posizioni delle DUE
particelle ¢ (xq1,x5).

Queste peculiarita mostrano |'impossibilita
di una teoria dell’'onda pilota, o dell’'onda
vuota, per esempio.

Occorre accettare questi fatti, che sembrano
anti-intuitivi solo perché la nostra intuizione
e basata sull’esperienza macroscopica clas-
sica. Occorre sviluppare un senso intuitivo



quantisticamente orientato. Bella sfida per
I'insegnamento!

Il carattere peculiare della meccanica quan-
tistica ha fornito motivo di meditazione e ri-
cerca ad una folta schiera di ricercatori im-
pegnati sui FONDAMENTTI della meccanica
quantistica, con risultati variegati per quanto
riguarda la loro rilevanza scientifica.

Terminiamo questo paragrafo mostrando perché
la meccanica quantistica delle matrici di Hei-
senberg NON si riduce a un semplce ‘“sche-
ma di Heisenberg".



Nel far questo, consideriamo un generico Si-
stema meccanico. Le equazioni sono quel-
le della meccanica classica per le osservabili,
ma le osservabili sono matrici (o operatori
in generale). Consideriamo il limite classico
della descrizione quantistica. Nel limite clas-
Sico, espresso in forma intuitiva da limh — O,
LL'algebra delle osservabili diventa completa-
mente commutativa. Le osservabili possono
essere diagonalizzate, ma sempre “matrici”
restano. Per esempio, per la posizione z(t)
e I'impulso p(t), abbiamo “matrici” con soli



elementi diagonali del tipo
(...,z(2),...),
(--op(t),-.2),

dove abbiamo indicato esplicitamente le en-
trate in un determinato posto con x(t) e p(t).
Poiché in ogni caso valgono le equazioni clas-
siche del moto, e ora gli elementi diago-
nali sono numeri, NoOi possiamo riconoscere
immediatamente che z(t),p(t) rappresenta-
NO una possibile traiettoria. Gli altri elementi
diagonali in altri posti rappresenteranno altre
traiettorie.



Vediamo che il limite classico per un siste-
ma di Heisenberg rappresenta lI'intero flusso
nello spazio delle fasi, € non una singola tra-
iettoria. Naturalmente il flusso nello spazio
delle fasi e fattorizzato secondo le singole
traiettorie. Abbiamo una completa riduzio-
ne non banale della meccanica delle matrici
alla meccanica classica.

Nello “schema di Heisenberg” viene realizza-
to questo schema di fattorizzazione in gene-
rale anche con A > 0. Questo & possibile,
ma a patto di introdurre le grandezze non



osservabili funzioni di stato. In fatti, in uno
schema di Heisenberg e stato introdotto uno
stato che resta fisso. Ma l|la teoria di Heisen-
berg coinvolge contemporaneamente TUT-
TI gli stati, e la dinamica tra osservabili non
puo essere fattorizzata.



Emergere della teoria quantistica dei cam-
pi

Dardo solo un breve cenno, anche perché I'ar-
gomento sara ampiamente e specificamente
trattato nel seminario successivo.

Consideriamo come esempio il caso delle'e-
lettrodinamica quantistica, senza cariche elet-
triche.

Partiamo dalle equazioni di Maxwell per il
campo elettromagnetico. Nella meccanica di



Heisenberg queste vengono conservate cosi
come sono. Naturalmente i campi elettro-
magnetici vengono innalzati al rango di ope-
ratori, definiti nello spazio-tempo. Sara ne-
cessario precisare i commutatori. Ma questi
sono connessi alle parentesi di Poisson dei
campi, che sono ben note. In definitiva ot-
teniamo in una forma quasi gratis tutta la
struttura dei campi quantistici.

Osserviamo che le equazioni del moto sono
le equazioni di Maxwell, covarianti per tra-
sformazioni relativistiche. Anche le parente-
si di Poisson, e quindi i commutatori, sono



covarianti. Quindi la covarianza € automati-
camente assicurata. Il matrimonio tra mec-
canica quantistica e teoria relativistica dei
campi non solo & di lunga durata, ma é stato
addirittura realizzato nella culla.

Naturalmente, nel caso della teoria quanti-
stica dei campi, uno schema di Schrodinger
risulterebbe estremamente complesso e poco
utile. Oltre alla teoria di Heisenberg piena,
che considera la presenza contemporanea di
tutti gli stati, si e affermato come utilissi-
Mo uno schema di Heisenberg generalizzato,



in Cui vengono presi come caratterizzanti la
teoria, anche nel caso interagente, i valo-
ri medi sul vuoto (stato a energia minima,
relativisticamente invariante) di prodotti di
campi di Heisenberg. Queste grandezze sono
sufficienti a caratterizzare tutte le proprieta
fisiche della teoria.



Alcune brevi conclusioni

Abbiamo difeso l'idea di una restaurazione
della linea teorica originale di Heisenberg sul-
la meccanica quantistica come Umdeutung.
Si tratta di una impresa ardua, anche se mol-
to importante da un punto di vista concet-
tuale e storico. Sara molto importante, in
particolare, rivedere i calcoli originali sulla
valutazione degli spettri

Osserviamo ancora che, mentre nello sche-
ma di Schrodinger, in seguito alla fattorizza-
zione prodotta dall'introduzione dello stato



quantico, gli autovalori possono essere cal-
colati uno per uno tramite soluzioni diverse
della stessa equazione di Schrodinger, inve-
ce nella teoria di Heisenberg gli auvalori sono
calcolati tutti insieme dalla diagonalizzazione
della osservabile energia.

Ci sono autorevoli esponenti della Didatti-
ca della Fisica che affermano che l|'affron-
tare il calcolo degli spettri nell’ambito ma-
triciale permette una maggiore penetrazio-
ne nell’ambito della struttura generale del-
la meccanica quantistica, e dei suoi aspetti
fisici.



Saremmo rassicurati nel vedere, per esem-
pio, lo sviluppo nell’'ambito della meccanica
quantistica di Heisenberg di metodi sempli-
Ci ed efficaci per il calcolo degli spettri nel
discreto, e per la specificazione delle sezioni
d'urto nel continuo.

Speriamo di poter riferire su questi problemi
in una prossima Scuola AIF.



